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1 Curve, superfici e campi vettoriali

1.1 Curve e superfici

Esercizio 1.1 Stabilire se la curva di supporto v e parametrizzazione

x(t) =t
0<t<l1
y(t) = t* cos (%)

e rettificabile.

Risoluzione. La curva in esame ¢ rettificabile. Non essendo la parametriz-

zazione C' in t = 0, per dimostrare ’asserto proviamo che

/ds< +00.
¥

Il vettore tangente alla curva in esame ¢ dato da

x(t) = 2t
T(t) = 0<t<1
y(t) = 2t cos (%) — sin (%)

e pertanto

1 1 1 1
ds = ||T(t)||dt = \/4752 + 4t2 cos? (;) — 4t sin (;) cos (Z) + sin? (;) dt.

In definitiva

! 1 1 1 1
/ds = / 412 + 42 cos? <—> — 4t sin <—> CoS (—) + sin® (—) dt.
8 0 t t t t

Poiche la funzione all’interno dell’integrale appena scritto ¢ continua per ogni

0 <t <1ede limitata per t — 0T, tale integrale & convergente (limitato
superiormente ad esempio dalla quantita fol V4 + 4+ 4 dt), il che implica la

rettificabilita della curva data. ]



Esercizio 1.2 Stabilire se la curva di supporto v e parametrizzazione

z(t) =13
y(t) = t? 0<t<l1
z(t) = tsin (I)

e rettificabile.

Risoluzione. La curva data non e rettificabile. Dimostriamo 1’asserto co-
struendo una spezzata con vertici sulla curva la cui lunghezza diverge al ten-

dere del numero dei vertici a piu infinito. A tal scopo, consideriamo i punti

sull’intervallo (0, 1] della forma ﬁ, j=1,...,n. Slano P;, 5 =1,...,ni

corrispondenti punti su v, vale a dire i punti di coordinate

( 8 4 (—1y 2 )

(27 +1)*" (2j +1)* 2i+1)/)

Allora il segmento || P;— P;_1|| ha sicuramente lunghezza maggiore del modulo
della differenza delle componenti dei punti P; e P;_;. Quindi in particolare
si ha per ogni j =1,...,n:

2
2j + 1

”PJ’—E‘le'(—UJ gy 2 ' 4

_ > 1
27 —1 452 -1~ 5
Pertanto

n n 1
IR = Pl = 3= — oo pern =+
j=1

j=1

poiche la serie 2?21% e divergente. In definitiva, essendo la lunghezza di

una curva definita come [’estremo superiore delle lunghezze delle spezzate
costruite con vertici sulla curva stessa e avendo costruito nel caso in oggetto
una successione di spezzate con lunghezze divergenti a piu infinito, la curva

in esame non e rettificabile. ]



Esercizio 1.3 Calcolare l’area della superficie
S = {(w,y,z) eER?: 22+ 42 <1, z:$2+y2}.

Risoluzione. La superficie S ¢ la porzione di paraboloide z = x? + y? deli-
mitata dal cilindro z? + y? < 1, cioe dalle relazioni 0 < z < 1. L’area di tale

superficie e data dall’integrale di superficie

/ do.
S

Parametrizziamo la superficie S come segue:
0
O(p,0) =< y(p,0) = psin(h) p€10,1], 6 € [0, 27]
0

L’elemento d’area do ¢ dato da do = ||®, A ®yl|dpdf, dove

z,(p,0) = cos(f)
D,(p.0) = { yy(p.0) = sin(0)

Zp(p7 6) = 2p
e
z9(p,0) = —psin(0)
Py(p,0) = § yo(p,0) = pcos(¥)
2p(p,0) = 0.
Pertanto
i j k

O, NPy =det | cos() sin(0)  2p | = (—2p*cos(6), —2p*sin(h), p)
—psin(f) pcos(d) 0

e quindi ||®, A ®y|| = py/4p? + 1. Allora 'area cercata ¢ data da

1 2T
/daz/ / p\/4p? + 1 dpdb
s o Jo
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Esercizio 1.4 Calcolare il flusso del campo vettoriale F(x,y, z) = (22, vy, x2)

attraverso la superficie
Q={(z,y,2) ER*: 2®+¢* <1, z=a®+4°}.

Risoluzione. La superficie Q ¢ la porzione di paraboloide z = x? + y? deli-
mitata dal cilindro di asse z e raggio uno, cioe dalle relazioni 0 < 2z < 1. Il

flusso in oggetto e dato dall’integrale di superficie

/Q (F,n)do,

orientando ad esempio la normale n alla superficie verso il basso. Parame-

trizziamo la superficie {2 come segue:

(p,0) = pcos(0)
®(p,0) =  y(p,0) = psin(d)  pe<[0,1], 0 €[0,2n]
Z(p, 6) = PQ-

La direzione normale a tale superficie ¢ quella del vettore ®, A &4, dove

p(p,0) = cos(f)
®y(p,0) = § Yp(p,0) = sin(0)



Pertanto
1 J k
O, NPy =det | cos(h) sin(0)  2p | = (—2p*cos(0), —2p*sin(h), p).
—psin(f) pcos(d) 0
Avendo scelto di orientare la superficie verso il basso, il versore normale

cercato ¢ dato da

——_(2p%cos(), 2p* sin(6), —p).
HCPM%II( p~cos(f),2p” sin(6), —p)

(Si osservi che non e necessario calcolare esplicitamente il modulo ||®, A @y,
poiché do = ||®, A Py||dpdf e pertanto tale modulo verra semplificato nel

calcolare il flusso cercato). In definitiva, il flusso e dato da
1 2
/(F, nydo = / / (p? cos?(0), p* sin(6) cos(6), p* cos(8))-
Q o Jo
- (2p% cos(#), 2p* sin(0), —p)dOdp

1 27
= / / p? cos(0)(2p cos*(0) + 2psin®(0) — 1)dOdp
o Jo

1 2T
= / p*(2p — 1)d,0/ cos(0)df = 0.
0 0

1.2 Campi vettoriali

Esercizio 1.5 Sia dato il campo vettoriale

zx 2y 1
F(x,y,z)z( 4Z3+\/x2+y2>.

\/m2+y2’ \/x2+y27

e Determinare il dominio di R? in cui F ¢ definito e C1.

e Verificare che F ¢ irrotazionale.



e Stabilire a priori se F' é conservativo e, in caso affermativo, determi-

nare un suo potenziale.

Risoluzione. Il campo vettoriale ¢ definito ed ¢ C* per 22 +4% > 0e z > 0,

per cui il dominio cercato e
Dp ={(z,y,2) € R*: (z,9) # (0,0), z > 0}.

Si tratta quindi del semispazio delle z strettamente positive a cui e tolta la
retta x = 0 e y = 0, cioe 'asse delle z. Tale dominio non ¢ semplicemente
connesso.

Indicate con Fi, Fy e Fj le tre componenti del campo vettoriale in esame,

si ha:
8F3 o Yy - 8F2
dy 2 02
8F3 . T . (9F1
81'_4/1*2—}-y2_827
ory B TYz _0F
or (a2 +942)32 Oy’

per cui il campo ¢ irrotazionale.

Essendo F irrotazionale, ma Dy non semplicemente connesso, per stabi-
lire a priori se il campo e conservativo in Dg, dobbiamo verificare se la cir-
cuitazione di F' lungo una qualsiasi curva chiusa v C Dp € nulla. Osserviamo
che, stante l'irrotazionalita del campo, il valore della sua circuitazione lungo
una curva chiusa non cambia per deformazioni continue della curva stessa.
Pertanto la circuitazione di F' lungo una generica curva chiusa v C Dpg che
si deforma con continuita ad un punto (la curva chiusa costante), rimanendo

sempre contenuta in Dp, € nulla. Basta allora calcolare la circuitazione di F



lungo la curva ~ di parametrizzazione

r(t) = < y(t) = sin(t) t € [0, 27]

e quindi

%F-ds:/oW(F(x(t),y(t),z(t)),T(t)>dt

= /%(— sin(t) cos(t) + sin(t) cos(t) + 2 - 0)dt = 0,

cioe il campo € conservativo.

Un potenziale & del campo conservativo F' in Dp e definito dalle relazioni

a_(I):Fla 8(D:F27 a_®
0z

per cui, integrando la prima rispetto ad z, si ha

(z,y,2) = 2V +y> + f(y, 2),

dove f € una generica funzione regolare di due variabili. Sostituendo tale

espressione nella seconda delle (1.1) si ottiene

2 W oY
/22 4 42 oy Y /xg—l—y?’
vale a dire
of
hC -0
9y (y,2) =0,



cioe f (y, z) = g(2) (g generica funzione regolare di una variabile) e quindi
O(x,y,2) = 24/22 + y?>+9g(2). Infine, sostituendo tale espressione nella terza
delle (1. ) si ha

Va4 y?+g'(z

vale a dire

+Vr? + 2,

1
e

1
/ —
g (Z) - 4 23 Y

da cui integrando ¢(z) = 4z + k, k € R. Quindi I'espressione generale per

il potenziale ®(z,y, z) del campo conservativo F' in D ¢ data da

O(x,y,2) =2/22+ 2 +4vz+k, k€R

e un potenziale si ottiene assegnando un arbitrario valore reale alla costante

k. ]

Esercizio 1.6 Sia dato il campo vettoriale

2z r? + 3y?
P =@ e v+ p

e Determinare il dominio di R? in cui F ¢ definito e C'.

o Verificare che F' e irrotazionale.

e Stabilire a priori se F' é conservativo e, in caso affermativo, determi-

nare un suo potenziale.

Risoluzione. Il campo vettoriale & definito ed ¢ C' per 22+ 9% £ 0 ey # 0,

per cui il dominio cercato e

Dp = {(z,y) e R* : y # 0}.
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Si tratta quindi del piano (x,y) a cui e tolta la retta y = 0, cioe 1'asse delle
x. Tale dominio non & connesso, ma e I'unione di due semipiani, cioe di due
domini semplicemente connessi.

Indicate con Fi, F5 le due componenti del campo vettoriale in esame, si
ha:

OF, 2z(2? + 5y%)  OF,

oy (x> +y2)3 Oz’

per cui il campo e irrotazionale.

Essendo F' irrotazionale e Dp 1'unione dei due domini semplicemente
connessi y > 0 e y < 0 (o, equivalentemente, essendo tutte le curve chiuse
v C Dp deformabili con continuita ad un punto), il campo F' & conservativo
nei due semipiani y > 0 e y < 0. Esiste pertato per F' il potenziale ®; nel
dominio y > 0 e il potenziale &5 in y < 0, e &; e P, differiscono per una
costante.

Per calcolare un potenziale ®; del campo conservativo F'in y > 0 osser-

viamo che valgono le relazioni

0P 0P

il
1, 8y

= I >0 1.2

per cui, integrando la prima rispetto ad z si ha

1 1
Bilay) = 1 [ 20?4 y?) o= - @4yl )
Y )
1
=———+4 , y>0
ed f generica funzione regolare di una variabile. Sostituendo tale espressione

nella seconda delle (1.1) si ottiene

z? + 3y?
/ = — > 0
+ f (y) y2(x2 + y2)2’ Y ?

2?2 + 3y?
y2<$2 + y2>2

11



vale a dire

f'ly) =0, y>0,

cioe f(y) = ki, y > 0, k; € R e quindi

Oy (x,y) = — + ki, y>0, ky € R,

y(a? + y?)

Analogamente si ottiene

(I)Q(may):_ +k27 y<07 kQGR

y(z* +y?)
e un potenziale in y > 0 o y < 0 rispettivamente si ottiene assegnando un

arbitrario valore reale alla costante k; o ko rispettivamente. [ ]

Esercizio 1.7 Sia dato il campo vettoriale F(x,y,z) di componenti

6x log(y+1) T
3z2+4(y—1)4+2227

_ | logBz?+(y—1)*+22%) | 4(y—1)log(y+1)
F(:C, y7 Z) - y+1 3x2+(y,1)4+222 9
4z log(y+1)

32+ (y—1)44222

e Determinare il dominio di R3 in cui F ¢ definito e C'.
e Verificare che F ¢ irrotazionale.

e Stabilire a priori se F' é conservativo e, in caso affermativo, determi-

nare un suo potenziale.

Risoluzione. Il campo vettoriale ¢ definito ed ¢ C! per y > —1 e 322+ (y —

1)* + 222 # 0, per cui il dominio cercato &
Dp ={(z,y,2) € R®: (2,y,2) # (0,1,0), y > —1}.

12



Si tratta quindi della regione delle y strettamente maggiori di —1 a cui ¢
tolto il punto (0,1,0). Tale dominio ¢ semplicemente connesso.

Indicate con I}, I3 e F3 le tre componenti del campo vettoriale in esame,

si ha:
OF; 4z _ 16z(y —1)%log(y — 1)  9F
oy  (y+1DBx2+ (y— 1)1 +222) B2+ (y—1)1+222)2 9z
oFy  2dzzlog(y —1) _ OF
or (3224 (y—1)4 42222 9z’
OF, 6z 24x(y —1)°log(y — 1)  0F

dr G DBR+ (-1 122 (Pt (y—L)i+227 Oy’
per cui il campo ¢ irrotazionale.
Essendo F' irrotazionale e Dp semplicemente connesso, F' risulta anche
conservativo in Dp.

Un potenziale ® del campo conservativo F'in Dy e definito dalle relazioni

a_q):Fla a(D:F27 a_q)
0z

per cui, integrando la prima rispetto ad z si ha
O(z,y,2) = log(y + 1) log(32* + (y — 1)* +22%) + f(y, 2),

dove f e una generica funzione regolare di due variabili. Sostituendo tale

espressione nella seconda delle (1.3) si ottiene

log(322 + (y — 1)*+22%)  4(y—1)>%log(y+1) Of

y+1 3x2+(y—1)4+222+8_y(y’z)
~log(Ba® + (y — 1)* +22%)  4(y—1)*log(y + 1)
B y+1 322 + (y — 1)* + 222
vale a dire
of
=L =0
9y (y,2) =0,

13



cio¢ f(y,z) = g(z) (g generica funzione regolare di una variabile) e quindi
O(z,y,2) = log(y + 1)log(32? + (y — 1)* + 22%) + g(2). Infine, sostituendo

tale espressione nella terza delle (1.3) si ha

4zlog(y + 1) 4zlog(y + 1)

/ p—
322 + (y — 1)* 4 222 +9(2) 322+ (y — 1)* + 222’
vale a dire
g'(2) =0,
da cui si deduce ¢g(z) = k, k € R. Quindi 'espressione generale per il

potenziale ®(x,y, z) del campo conservativo F'in D & data da
O(z,y,2) =log(y + 1) log(3z* + (y — 1)* +22%) +k, k€R

e un potenziale si ottiene assegnando un arbitrario valore reale alla costante

k. ]

Esercizio 1.8 Sia dato il campo vettoriale

B 62\/y 10(y +2)\/y log(322 + 5(y + 2)?)
Fla,y) = (3$2+5(y+2)2 T By 2 2\/y )

e Determinare il dominio di R? in cui F' ¢ definito e C*.
o Verificare che F' ¢ irrotazionale.

e Stabilire a priori se F' é conservativo e, in caso affermativo, determi-

nare un suo potenziale.

Risoluzione. Il campo vettoriale ¢ definito ed ¢ C* per 322 + 5(y + 2)? # 0

e y > 0, per cui il dominio cercato e
Dr = {(z,y) € R* : y > 0}.

14



Si tratta quindi del semipiano delle y strettamente positive. Tale dominio ¢
semplicemente connesso.
Indicate con Fi, Fy le due componenti del campo vettoriale in esame, si
ha:
oF, 6x B 60z(y +2)\/y  OF,
dy  2/y(3x2+5(y+2)?) 3a2+5(y+2)2 Oz’

per cui il campo e irrotazionale.

Essendo F' irrotazionale e Dp semplicemente connesso, F' risulta anche
conservativo in Dp.

Un potenziale ® del campo conservativo F' in Dp e definito dalle relazioni

0P e
or dy

per cui, integrando la prima rispetto ad z si ha

®(z,y) = ylog(3z® + 5(y + 2)*) + 2° + f(y),

= P, (1.4)

dove f e una generica funzione regolare di una variabile. Sostituendo tale

espressione nella seconda delle (1.4) si ottiene

10(y + 2)\/y log (322 + 5(y + 2)%)

322 + 5(y + 2)? NG ) =
10(y +2)\/y log (322 + 5(y + 2)?)
322+ 5(y + 2)? 2\/Y ’
vale a dire
f'(y) =0,

cioe f(y) =k, k € R e quindi
®(x,y) = Vylog(3z> + 5y +2)>) + 22 + k, k€ R

e un potenziale si ottiene assegnando un arbitrario valore reale alla costante
k. |

15



Esercizio 1.9 Sia dato il campo vettoriale

B 18z i Q(y_ %)
Flay) = (9332 I A %)2> |

e Determinare il dominio di R? in cui F ¢ definito e C*.
o Verificare che F' ¢ irrotazionale.

e Stabilire a priori se F' é conservativo e, in caso affermativo, determi-

nare un suo potenziale.

Risoluzione. Il campo vettoriale ¢ definito ed & C! per 922 + (y — %)2 # 0

ey > 0, per cui il dominio cercato e

Dr={ ) e B s (@) # (03). y>o}.

Si tratta quindi del semipiano delle y strettamente positive a cui e tolto il

1

punto (O, 5). Tale dominio non e semplicemente connesso.

Indicate con Fi, F5 le due componenti del campo vettoriale in esame, si

ha:

0F; 36z (y —
Ay _

1

— 2 2 T
(922 + (y- 1)
per cui il campo e irrotazionale.

Essendo F' irrotazionale, ma Dy non semplicemente connesso, per stabi-
lire a priori se il campo e conservativo in Dp, dobbiamo verificare se la cir-
cuitazione di F' lungo una qualsiasi curva chiusa v C Dp ¢ nulla. Osserviamo
che, stante l'irrotazionalita del campo, il valore della sua circuitazione lungo
una curva chiusa non cambia per deformazioni continue della curva stessa.

Pertanto la circuitazione di F' lungo una generica curva chiusa v C Dp che

si deforma con continuita ad un punto (la curva chiusa costante), rimanendo

16



sempre contenuta in D e nulla. Basta allora calcolare la circuitazione di F

lungo la curva v di parametrizzazione

r(t) = {3x(t) =y o8 t) t €0, 27]

e quindi

fras- / (P (a(t), y(0), T(0))dt

2m 1 1
= / —2sin(t) cos(t) + | ——=———=——==+8sin(t) 1 cos(t) | dt
0

141 sin(t)

cos(t dt—2 ——|— sin(t

sm

cioe il campo e conservativo.

Un potenziale ® del campo conservativo F'in D e definito dalle relazioni

0P 0P
al’ Fla 8_y

per cui, integrando la prima rispetto ad z, si ha

P(z,y) =log (9962 + (y - %>2> + f(y),

dove f & una generica funzione regolare di una variabile. Sostituendo tale

_ (1.5)

espressione nella seconda delle (1.5) si ottiene

2(y — 3) o1 2y—3)
9x2+(y_%)2+f(y)— \/§+9x2+(y—%)2’

17




vale a dire

cioe f(y) =2y +k, k € R e quindi

1\ 2
O(x,y) = log <9m2—|—(y—§) )+2\/§+k, keR

e un potenziale si ottiene assegnando un arbitrario valore reale alla costante

k. ]

Esercizio 1.10 Sia dato il campo vettoriale

- 8(z + 1) Ay — 2)
Fla,y) = (4(x T oy =2 Aoy =22 29) ‘

e Determinare il dominio di R? in cui F ¢ definito e C'.
e Verificare che F ¢ irrotazionale.

o Stabilire a priori se F' € conservativo e, in caso affermativo, determi-

nare un suo potenziale.

Risoluzione. Il campo vettoriale ¢ definito per 4(z +1)* +2(y — 2)* # 0 ed

¢ C!, per cui il dominio cercato &

Dp ={(z,y) eR*: (z,y) # (-1, 2)}.

Si tratta quindi del piano a cui & tolto il punto (—1,2). Tale dominio non ¢
semplicemente connesso.

Indicate con Fi, F5 le due componenti del campo vettoriale in esame, si
ha:

OF, R@+1)y—2)  0F

oy Az +1)2+2(y—2)2)2 Oz’

18



per cui il campo ¢ irrotazionale.

Essendo F' irrotazionale, ma Dp non semplicemente connesso, per stabi-
lire a priori se il campo e conservativo in Dp, dobbiamo verificare se la cir-
cuitazione di F' lungo una qualsiasi curva chiusa v C Dp € nulla. Osserviamo
che, stante l'irrotazionalita del campo, il valore della sua circuitazione lungo
una curva chiusa non cambia per deformazioni continue della curva stessa.
Pertanto la circuitazione di F' lungo una generica curva chiusa v C Dp che
si deforma con continuita ad un punto (la curva chiusa costante), rimanendo
sempre contenuta in Dp, € nulla. Basta allora calcolare la circuitazione di F
lungo la curva v di parametrizzazione

(8 — 2(z(t) + 1) = cos(t) -
©) {\/ﬁ(y(t) — 2) = sin(t). t € [0,27]

e quindi
]{ Fods= /
/0 < (4 cos(t) + cos(t) — 2)%sin(t)
+ ( : ) + 4+ V2sin(t )) %COS@)) dt
_ /0 " (5 sin(#) cos(t) + sin(t) + % cos(t)) dt =0,

cioe il campo ¢ conservativo.

[\3

Un potenziale ® del campo conservativo F'in D e definito dalle relazioni

=B, 1.6
ki (1.6)
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per cui, integrando la prima rispetto ad z si ha
O(z,y) = log(4(z +1)* + 2(y — 2)*) +2° + f(y).

dove f e una generica funzione regolare di una variabile. Sostituendo tale

espressione nella seconda delle (1.6) si ottiene

4(y —2) 4(y —2)

oy —2 W ey T
vale a dire
fy) =2y,

cioe f(y) =vy*+k, k € R e quindi
O(z,y) =logd(z +1)> +2(y —2)) + 2>+ +k, k€R

e un potenziale si ottiene assegnando un arbitrario valore reale alla costante

k. ]

Esercizio 1.11 Sia dato il campo vettoriale
- T

/2 +y4+26

2y3

F(l’, Y Z) = \ x24yt+26 s

325

V22 4yt28 Ytz

e Determinare il dominio di R3 in cui F ¢ definito e C'.

o Verificare che F' ¢ irrotazionale.

o Stabilire a priori se F' é conservativo e, in caso affermativo, determi-

nare un suo potenziale.
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Risoluzione. Il campo vettoriale & definito ed ¢ C! per 22 + y* + 2% > 0,

per cui il dominio cercato e

Dr = {(x,y,2) € R*: (z,y,2) # (0,0,0)}.

Si tratta quindi dell’intero spazio (z,y, z) a cui e tolto il punto (0,0,0). Tale
dominio ¢ semplicemente connesso.

Indicate con F, F; e F3 le tre componenti del campo vettoriale in esame,

si ha:

8F3 6y3z5 8F2
= — —r = —

oy (22 + y* + 26)3/2 0z’

or 3x2° o OR

o (@2tytr0p2 YT oy

or, _ 213 L %

Ox (22 4yt + 26)3/2 oy’

per cui il campo ¢ irrotazionale.
Essendo F' irrotazionale e Dy semplicemente connesso, F' risulta anche
b
conservativo in Dp.

Un potenziale ® del campo conservativo F'in Dp e definito dalle relazioni

a_q):Fla a(I):F27 a_q)
0z

il = F 1.
81' ay 3 ( 7)

per cui, integrando la prima rispetto ad z, si ha

(I)<'r7y7z>: v$2+y4+26—$y2+f<y72),

dove f e una generica funzione regolare di due variabili. Sostituendo tale
espressione nella seconda delle (1.7) si ottiene

3 3

2y

Vaz+yt+ 26 a

2 Yy

Vat+yt+ 20 dy

Tz,
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vale a dire

B,
a—§(y72) =0,

cioe f(y,z) = g(2) (g generica funzione regolare di una variabile) e quindi

O(z,y,2) = /22 +y* + 26 — zyz + g(z). Infine, sostituendo tale espressione
nella terza delle (1.7) si ha

325 , 32°
—xy+49'(2) = —zy + 2,
Va2 +yt+ 26 Vv +yt+ 20
vale a dire
J(2) =z,

da cui si deduce g(z) = %22 + k, k € R. Quindi I'espressione generale per il

potenziale ®(x,y, z) del campo conservativo F' in D ¢ data da

1
q)(x,y,z): vx2+y4+26—$y2+§,22+k, keR

e un potenziale si ottiene assegnando un arbitrario valore reale alla costante
k. ]

Esercizio 1.12 Sia dato il campo vettoriale

12log((z—1)2+(z—1)*)(z—1)\ T
(z—1)2+4(2—1)2

F(z,y,z) = y?

12log((x—1)24(2—1)2)(2—1)
(z—1)2+(2—1)2

e Determinare il dominio di R® in cui F ¢ definito e C*.

e Verificare che F é irrotazionale.
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e Stabilire a priori se F' é conservativo e, in caso affermativo, determi-

nare un suo potenziale.

Risoluzione. Il campo vettoriale & definito ed & C* per (z—1)%+(2—1)? > 0,

per cui il dominio cercato e

Dp = {(z,y,2) € R*: (x,2) # (1,1)}.

r=1
Si tratta quindi dello spazio (z,y,z) a cui & tolta la retta { ) Tale
z=1.

dominio non e semplicemente connesso.

Indicate con Fi, Fy e F3 le tre componenti del campo vettoriale in esame,

si ha:
o _,_ o
oy 0z’
OF;  24(x—1)(z—1) —24(z — 1)(¢ — Dlog((z — 1)’ + (¢ = 1)*) _ 9F
Oz ((x =12+ (2 —1)2)” CE
o _,_on
ox oy’

per cui il campo e irrotazionale.

Essendo F irrotazionale, ma Dy non semplicemente connesso, per stabi-
lire a priori se il campo e conservativo in Dp, dobbiamo verificare se la cir-
cuitazione di F' lungo una qualsiasi curva chiusa v C Dp € nulla. Osserviamo
che, stante l'irrotazionalita del campo, il valore della sua circuitazione lungo
una curva chiusa non cambia per deformazioni continue della curva stessa.
Pertanto la circuitazione di F' lungo una generica curva chiusa v C Dpg che
si deforma con continuita ad un punto (la curva chiusa costante), rimanendo
sempre contenuta in D ¢ nulla. Basta allora calcolare la circuitazione di F
lungo la curva v di parametrizzazione

x(t) — 1 = cos(t)
r(t) = S y(t) — 1 = sin(t) t € [0, 27]
z(t) = 0.
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e quindi

fF-ds:
¥

J
::A%pnsm@y+u+ﬂmﬂﬁmaw+onmt
J

(cos t + 3sintcost + 3sin®t cost + sin® ¢ cos t) dt
27

3 1
= (sint +3 sin?t 4 sin® ¢ + 1 sin’ t) =0,

0

cioe il campo e conservativo.

Un potenziale ® del campo conservativo F'in Dp ¢ definito dalle relazioni

R =R, (1.8)
Yy

Mediante la sostituzione log((z — 1)* + (2 — 1)?) = &, possiamo integrare la

prima rispetto ad x ottenendo
(b(l',y,Z) = 310g((l’ - 1)2 + (Z - 1)2)2 + f(yv 2)7

dove f e una generica funzione regolare di due variabili. Sostituendo tale

espressione nella seconda delle (1.8) si ottiene

ay (y7 Z) - y )
vale a dire
1
ﬂ%@=1¢+ﬂd

24



(g generica funzione regolare di una variabile) e quindi ®(x,y, z) = 3log((z—
12+ (2 — 1)?)? + 1y* + g(z). Infine, sostituendo tale espressione nella terza
delle (1.8) si ha

12log((z — 1)* + (2 — 1)*)(z — 1) _ 12log((z — 1)+ (2 —1)%)(2 — 1)

(@ — 12+ (z— 1) T9lz) = (@ — 12+ (z— 1) 7
vale a dire
g9'(2) =0,

da cui si deduce g(z) = k, £ € R. Quindi 'espressione generale per il

potenziale ®(x,y, z) del campo conservativo F'in D ¢ data da

1
®(z,y,2) = 3log((z — 1)* + (2 — 1)%)* + Zy4 +k keR

e un potenziale si ottiene assegnando un arbitrario valore reale alla costante

k. ]

Esercizio 1.13 Sia dato il campo vettoriale

21(1—1) 3 . 2 . 2 T
33/ ((@—1)2+3(y—2)2)° TV -1+ 3y - 2)
F(z,y) = o
z(y—

33/ ((e—1)2+3(y—2)2)?

e Determinare il dominio di R? in cui F ¢ definito e C'.
e Verificare che F ¢ irrotazionale.

o Stabilire a priori se F' € conservativo e, in caso affermativo, determi-

nare un suo potenziale.

Risoluzione. Il campo vettoriale ¢ definito per (z — 1)* + 3(y — 2)? # 0 ed

¢ C!, per cui il dominio cercato &
Dp = {(z,y) € R?: (z,y) # (1,2)}.
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Si tratta quindi del piano a cui ¢ tolto il punto (1,2). Tale dominio non &
semplicemente connesso.

Indicate con Fi, Fy le due componenti del campo vettoriale in esame, si
ha:

oF, 63;(3: - 1)(y — 2) 6(y —-2) OF,

per cui il campo e irrotazionale.

Essendo F irrotazionale, ma Dy non semplicemente connesso, per stabi-
lire a priori se il campo e conservativo in Dp, dobbiamo verificare se la cir-
cuitazione di F' lungo una qualsiasi curva chiusa v C Dp ¢ nulla. Osserviamo
che, stante l'irrotazionalita del campo, il valore della sua circuitazione lungo
una curva chiusa non cambia per deformazioni continue della curva stessa.
Pertanto la circuitazione di F' lungo una generica curva chiusa v C Dpg che
si deforma con continuita ad un punto (la curva chiusa costante), rimanendo
sempre contenuta in Dy € nulla. Basta allora calcolare la circuitazione di F

lungo la curva v di parametrizzazione

) (@(t) = 1) = cos(t) -
o) = {\/g(y(t) — 2) = sin(t). t € [0,27]

e quindi

free

:;

/0 y(£)). T(0))dt

[ ( ((2cos(t) +2)5 cos(t) + 1) (1)

0
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= +(2cos(t) + 2)% sin(t) cos(t)> dt

2T
_ / —sin(t)dt = 0,
0

cioe il campo e conservativo.

Un potenziale ® del campo conservativo F'in D e definito dalle relazioni

2 R, 1.9
, = (1.9)

per cui, integrando (per parti e con la sostituzione (x — 1) + 3(y — 2)? = £)

la prima rispetto ad z si ha

2x(z — 1) s
O(z,y) = de+ [ ¥/(x —1)2 + 3(y — 2)2dx
/ 34/ (=12 +3(y 27 /

ot/ 30y 2P - [ V- 1P+ 30 - D
+/3/($—1)2+3(y—2)2d:c+f(y),

cioe

O(z,y) =2/ (x —1)2+3(y — 2)° + f(y),

dove f e una generica funzione regolare di una variabile. Sostituendo tale

espressione nella seconda delle (1.9) si ottiene

6z(y — 2) , 6x(y — 2)
+ f(y) = )
39/((x — 1% + 3(y — 2)?)° 39/((x — 1% + 3(y — 2)?)°
vale a dire
f'(y) =0,
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cio¢ f(y) =k, k € R e quindi

O(x,y) =/ (x —1)2+3(y —2)2+k, keR

e un potenziale si ottiene assegnando un arbitrario valore reale alla costante

k. ]

Esercizio 1.14 Sia dato il campo vettoriale

6x 14y
a2 4+ Ty? 3x2 +Ty? )

F(fv,y)=<

e Determinare il dominio di R? in cui F ¢ definito e C'.
o Verificare che F' ¢ irrotazionale.

o Stabilire a priori se F' & conservativo e, in caso affermativo, determi-

nare un suo potenziale. Calcolare poi il lavoro per andare da A = (1,0)
a B=(1,1).

Risoluzione. Il campo vettoriale & definito ed & C* per 322 + Ty? # 0, per

cui il dominio cercato ¢

Dy = {(z,y) € R?: (2,y) # (0,0)}.

Si tratta quindi del piano a cui e tolto il punto (0,0). Tale dominio non &
semplicemente connesso.

Indicate con Fi, F5 le due componenti del campo vettoriale in esame, si
ha:

oFy 84xy 0

dy (3x2 + 7y2)2 - Oz’

per cui il campo ¢ irrotazionale.
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Essendo F' irrotazionale, ma Dp non semplicemente connesso, per stabi-
lire a priori se il campo e conservativo in Dp, dobbiamo verificare se la cir-
cuitazione di F' lungo una qualsiasi curva chiusa v C Dp € nulla. Osserviamo
che, stante l'irrotazionalita del campo, il valore della sua circuitazione lungo
una curva chiusa non cambia per deformazioni continue della curva stessa.
Pertanto la circuitazione di F' lungo una generica curva chiusa v C Dp che
si deforma con continuita ad un punto (la curva chiusa costante), rimanendo
sempre contenuta in D e nulla. Basta allora calcolare la circuitazione di F
lungo la curva ~ di parametrizzazione

() = {\/ga:(t) = cos(t)

Vit =sin(p). €027

e quindi

freas- / (P (a(t), y(6)), T())dt

= /0%(—2 cos(t) sin(t) + 2sin(t) cos(t))dt = 0,

cioe il campo e conservativo.

Un potenziale ® del campo conservativo F'in D e definito dalle relazioni

0P 0o

%:FD 8_y

per cui, integrando la prima rispetto ad z si ha

= P, (1.10)

®(z,y) = log(3z* + 7y*) + f(y),
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dove f & una generica funzione regolare di una variabile.

espressione nella seconda delle (1.10) si ottiene

14y oy 14y
322 + Ty? + )= 322 + Ty?’
vale a dire
f'(y) =0,

cioe f(y) =k, k € R e quindi

(z,y) = log(3z® + Ty*) + k, k € R

Sostituendo tale

e un potenziale si ottiene assegnando un arbitrario valore reale alla costante

k. Infine, essendo F' conservativo, il lavoro per andare da A = (1,0) a

B = (1,1) & indipendente dal cammino percorso ed ¢ dato dalla differenza di

potenziale tra i due punti, cioe ®(B) — ®(A) = log(10) — log(3). u

Esercizio 1.15 Sia dato il campo vettoriale

Y z
\/y2+z2’\/y2+z2 ’

e Determinare il dominio di R3 in cui F ¢ definito e C'.

o Verificare che F' ¢ irrotazionale.

e Stabilire a priori se F' é conservativo e, in caso affermativo, determi-

nare un suo potenziale.

Risoluzione. Il campo vettoriale ¢ definito ed & C* per 42+ 22 > 0e x > 0,

per cui il dominio cercato e

Dr = {(x,y,2) € R®: (y,2) # (0,0), = > 0}.
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Si tratta quindi del semispazio delle x strettamente positive a cui ¢ tolta la
retta y = 0 e z = 0, ossia l'asse delle x. Tale dominio non & semplicemente
CONNesso.

Indicate con I}, I3 e F3 le tre componenti del campo vettoriale in esame,

si ha:
8F3__ QZy _8F2
oy 2 +22 0z
or, _, _om
or 0z’
or, _, o
or 0Oy’

per cui il campo e irrotazionale.

Essendo F' irrotazionale, ma Dy non semplicemente connesso, per stabi-
lire a priori se il campo e conservativo in Dp, dobbiamo verificare se la cir-
cuitazione di F' lungo una qualsiasi curva chiusa v C Dp ¢ nulla. Osserviamo
che, stante l'irrotazionalita del campo, il valore della sua circuitazione lungo
una curva chiusa non cambia per deformazioni continue della curva stessa.
Pertanto la circuitazione di F' lungo una generica curva chiusa v C Dp che
si deforma con continuita ad un punto (la curva chiusa costante), rimanendo
sempre contenuta in Dy € nulla. Basta allora calcolare la circuitazione di F

lungo la curva ~ di parametrizzazione

Si ha:
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e quindi
fras- / C(F(a () y(0), 2(6)), T(0))dt

= /O%(O -0 — cos(t) sin(t) + sin(t) cos(t))dt = 0,

cioe il campo e conservativo.

Un potenziale ® del campo conservativo F'in D e definito dalle relazioni

a_(I)ZFla a(D:FQ) a_q)
0z

o . = F, (1.11)

per cui, integrando (per parti) la prima rispetto ad z, si ha

@(I‘,y,Z) - (l’ - 1) log(‘r) + f(y,z),

dove f & una generica funzione regolare di due variabili. Sostituendo tale

espressione nella seconda delle (1.11) si ottiene

ﬁ(y P p— -
dy N
vale a dire

fly,2) =Vy*+ 22+ g(2)

(g generica funzione regolare di una variabile), e quindi ®(z,y,z) = (x —
1)log(x) + \/y? + 22 + g(z). Infine, sostituendo tale espressione nella terza
delle (1.11) si ha

Y / )
—_|_ z) = —_——,
/y2_|_22 g( ) /y2_|_22

vale a dire
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da cui si deduce g(z) = k, £ € R. Quindi l'espressione generale per il

potenziale ®(x,y, z) del campo conservativo F' in D & data da

O(z,y,2) = D(r,y,2) = (x — 1) log(x) + V2 + 22+ k, keR

e un potenziale si ottiene assegnando un arbitrario valore reale alla costante
k. ]

Esercizio 1.16 Sia dato il campo vettoriale

x 4y
Flz,y) = (m2 + 4y?’ 22 —|—4y2) ’

e Determinare il dominio di R? in cui F' ¢ definito e C1.

e Verificare che F ¢ irrotazionale.

e Stabilire a priori se F' € conservativo e, in caso affermativo, determina-

re un suo potenziale. Calcolare poi il lavoro per andare da A = (—1,0)

a B=(0,1).

Risoluzione. Il campo vettoriale ¢ definito ed ¢ C* per z2 + 4y? # 0, per

cul 1l dominio cercato ¢

Dr ={(z,y) €R*: (z,y) # (0,0)}.

Si tratta quindi del piano a cui ¢ tolto il punto (0,0). Tale dominio non ¢
semplicemente connesso.

Indicate con Fi, F5 le due componenti del campo vettoriale in esame, si
ha:

oOF, 8y 0F;,

dy (22 + 442)° Oz’

per cui il campo ¢ irrotazionale.

33



Essendo F' irrotazionale, ma Dp non semplicemente connesso, per stabi-
lire a priori se il campo e conservativo in Dp, dobbiamo verificare se la cir-
cuitazione di F' lungo una qualsiasi curva chiusa v C Dp € nulla. Osserviamo
che, stante l'irrotazionalita del campo, il valore della sua circuitazione lungo
una curva chiusa non cambia per deformazioni continue della curva stessa.
Pertanto la circuitazione di F' lungo una generica curva chiusa v C Dp che
si deforma con continuita ad un punto (la curva chiusa costante), rimanendo
sempre contenuta in D e nulla. Basta allora calcolare la circuitazione di F

lungo la curva ~ di parametrizzazione

r(t) = {x@ :_CO,S(t) t € [0, 2n]

e quindi

fFeds= [ Pa.u0). T

- /0 7r(— cos(t) sin(t) + sin(t) cos(t))dt = 0,

cioe il campo € conservativo.

Un potenziale ¢ del campo conservativo F' in Dp e definito dalle relazioni

0o 0P

%:Flv a_y

per cui, integrando la prima rispetto ad z si ha

=P, (1.12)

P(z,y) = %bg(ﬂc2 +4y%) + f(y),
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dove f & una generica funzione regolare di una variabile. Sostituendo tale

espressione nella seconda delle (1.12) si ottiene

4y oy Ay
x2 + 4y? A x? 4 4y?’
vale a dire
f'y) =0,

cioe f(y) =k, k € R e quindi
1
O(x,y) = B log(z® +49°) +k, k€R

e un potenziale si ottiene assegnando un arbitrario valore reale alla costante
k. Infine, essendo F' conservativo, il lavoro per andare da A = (—1,0) a
B = (0,1) ¢ indipendente dal cammino percorso ed ¢ dato dalla differenza di

potenziale tra i due punti, cioe ®(B) — ®(A) = log(4) —log(1) =log(4). m

Esercizio 1.17 SiconsideriinQ = {(z,y,2) e R®: 1 <a?+y* <4, |2| <2}
la forma differenziale chiusa

3T 3y z
= d dy+ ——— dz.
@iy - D@4 @i D@t -4 T ’

(22 —4)

Stabilire a priori se ¢ esatta e, in caso affermativo, calcolarne una primitiva.

Risoluzione. Il dominio {2 non e semplicemente connesso: in esso tutte le
curve sono omotope alla curva chiusa v = {(z,y,2) € R3 : 2% + 9> =
2, z = 0}. Per verificare che w, forma differenziale chiusa, ¢ anche esatta,
basta verificare che ¢ nulla la sua circuitazione su v. Parametrizzando v in

coordinate polari,

x = cosb
fy:{ ) 0<6<2r
y = sinf,
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risulta

/w /(3\/5(:089 \/581n9+3\/581nf(2\/§cos<9> 40 = 0
0

v

e la verifica € compiuta.

Resta da determinarne una primitiva: integrando si ha

1 2 +yP—-1)\1
P($,y72>:§10g(m §log|z2_1|+c
1 (22 +y* = 1)(22 - 1)
:§log( S +c, ceR.

1.3 Teorema di Stokes

Esercizio 1.18 Verificare il teorema di Stokes per il campo vettoriale
F(z,y,2) = (0,0, 2)

e la superficie
S = {(a:,y,z) eR?: 2<0, 22+ + 22 = 1}

Risoluzione. Ricordiamo la formula del teorema di Stokes

/(rotF, n>d0=/ F .ds, (1.13)
S o+s

dove F' & un campo vettoriale, S ¢ una superficie di R? e 978 ¢ il suo bordo
percorso in accordo con l'orientazione della superficie stessa. Nel caso in
esame, S ¢ la semisfera delle z negative di centro l'origine e raggio uno,

orientata ad esempio verso il basso, e 0TS ¢ la circonferenza 22 + y? = 1 sul

piano z = 0 percorsa in Senso orario.
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Calcoliamo dapprima l'integrale a sinistra nella (1.13). Essendo

ik
rot F =det | 0, 0, 0,] =1(0,0,0),
0O 0 =z

I'integrale di superficie nella (1.13) ¢ nullo.
Per calcolare U'integrale curvilineo a destra nella (1.13), parametrizziamo

la curva 0TS come segue:

Il vettore tangente a tale curva e dato da:

#(0) = —sin(0)

T(0) = § 9(60) = cos(0)
2(0)=0

e, stante 'orientazione della superficie S e il relativo verso di percorrenza del

suo bordo 9t8, si ha

[ ras=— [Tr6m).40).20). 70)a0

o+s 0
=— /0%(—0 -sin(f) + 0 - cos(d) +0-0)dd =0

e pertanto la formula (1.13) del teorema di Stokes ¢ verificata. ]
Esercizio 1.19 Verificare il teorema di Stokes per il campo vettoriale

F(x,y,z) = (xs,y3, 1)
e la regione

S={(z,y,2) eR’: 2 +y* =1, 2| <1}.
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Risoluzione. Ricordiamo la formula del teorema di Stokes

/(rotF, n)daz/ F - ds, (1.14)

S o+s

dove F' & un campo vettoriale, S ¢ una superficie di R? e 978 ¢ il suo bordo
percorso in accordo con l'orientazione della superficie stessa. Nel caso in
esame, S ¢ la superficie laterale del cilindro 22 + y? = 1 compresa tra i piani
z = —1 e z =1, orientata ad esempio verso l'esterno, e 9*S ¢ formato dalle
circonferenze x? + y? = 1 sul piano z = —1 percorsa in senso antiorario e
2% 4+ y? = 1 sul piano z = 1 percorsa in senso orario.

Calcoliamo dapprima l'integrale a sinistra nella (1.14). Essendo

i gk
rot F =det | 0, 0, 0,] =1(0,0,0),
2 oy 1

I'integrale di superficie nella (1.14) & nullo.

Per calcolare il termine a destra nella (1.14), osserviamo che

/ F-ds:/F-ds—/F-ds, (1.15)
ots Y1 Y2

dove vy elacurva a2+ 92 =1, 2= -lepelacarvaz? +¢y> =1, 2 = 1,
avendo scelto il verso di percorrenza del bordo 07S della superficie S in
accordo con l'orientazione della superficie stessa. Parametrizziamo la curva

Y1 come segue:
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e quindi si ha:
[ Feds- / "(F(2(6), 4(0), 2(6)). T(6))d6

- /0 7r(— cos®(0) sin(#) + sin®(6) cos(6) — 1 -0)db

2 2

=0.
0

1
= + 1 sin(#)

Parametrizziamo la curva 7, come segue:

T(0) = {9(0) =

e quindi si ha:

/ F.ds= / ﬂ(F(:r;(@),y(H),z(&)),T(G))dG

Y2 0

= /027r(— cos® () sin(8) + sin®(0) cos(6) + 1 - 0)do

2w 2w

=0.
0

= + le sin(#)

Sostituendo i due valori trovati nella (1.15) si ha

/ F.ds=0-0=0
otsS

e pertanto la formula (1.14) del teorema di Stokes ¢ verificata.
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Esercizio 1.20 Verificare il teorema di Stokes per la regione

Q= {(x,y,z) eRP: a2+ P +22=4, —V3<z2< \/5}
orientata verso [’esterno e il campo vettoriale

F(z,y,2) = (zx,zy, 22) )
Risoluzione. Ricordiamo la formula del teorema di Stokes

/(rotF, n>d<7:/ F - ds, (1.16)

S o+s

dove F' & un campo vettoriale, S ¢ una superficie di R e 9*S ¢ il suo bordo
percorso in accordo con l'orientazione della superficie stessa. Nel caso in
esame, S ¢ la superficie sferica 22 +y?+ 22 = 4 compresa tra i piani z = —/3
e z = /3, orientata verso l'esterno, e 9tS & formato dalle circonferenze
2% + y? = 1 sul piano z = —/3 percorsa in senso antiorario e x° + y* = 1
sul piano z = V3 PETCOTSa 1N SEnso 0Tario.

Calcoliamo dapprima l'integrale a sinistra nella (1.16). Il rotore del campo

in esame ¢ dato da

i ik
rot F'=det | 0, 0, 0.]| = (—y,x,0).
2x oy 22

Parametrizziamo la superficie S come segue:

x(0, @) = 2cos(f) sin(p) e
D0, ) = < y(0, p) = 2sin(f) sin(p) 6 € 0,27, ¢ € {6, 67T:|

La direzione normale a tale superficie ¢ quella del vettore ®y A &, dove

z9(0, ) = —2sin(f) sin(p)
Py(6, 0) =  vo(0, ) = 2 cos(0) sin(p)
29(0,0) =0
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z,(0, @) = 2cos(f) cos(p)
Dy (0, ) = { e (6, ) = 2sin(0) cos(yp)
20(0,9) = —25in().
Pertanto
i ] k
Py A D, = det | —2sin(0) sin(p) 2cos(f) sin(yp) 0
2cos(f) cos(p)  2sin(f) cos(p) —2sin(yp)
= (—4cos(0) sin?(ip), —4sin(0) sin?(p), —4sin(p) cos(p)).

Poiché la superficie e orientata verso ’esterno, il versore normale cercato e
dato da

1

T Ao (4 cos(0) sin®(g), 4sin(0) sin?(p), 4 sin(e) cos(¢)).

(Si osservi che non ¢ necessario calcolare esplicitamente il modulo ||[®g A @, ||,
poiché do = || @y A ®,||dOdp e pertanto tale modulo verra semplificato nel
calcolare I'integrale cercato). A tale risultato si poteva arrivare immediata-
mente osservando che il versore normale uscente da una superficie sferica e
dato in ogni punto (x,y, z) proprio dal vettore (x,y, z), eventualmente da

normalizzare. Quindi, I'integrale di superficie cercato ¢ dato da

/ (rot F.n)do — / % / 7 (—25in(6) sin(), 2 cos(0) sin(p), 0)-
(4 cos(0) sin?(p), 4sin(8) sin? (), 4sin () cos(p) il
/ 7# / —8sin(6) cos(8) sin’ () + 8sin(8) cos(8) sin®(¢p)
10 - 4sin(ip) cos(p))dfdp = 0.

Per calcolare il termine a destra nella (1.16), osserviamo che

/ F~ds:/F~ds—/F~dS, (1.17)
otSs it V2
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dove 7, ¢ la curva 22 + 42 = 1, 2 = —V3 e 1» ¢ la curva 2 + y? = 1,
z = /3, avendo scelto il verso di percorrenza del bordo 0S8 della superficie
S in accordo con l'orientazione della superficie stessa. Parametrizziamo la

curva 7p coimme segue:

Il vettore tangente a tale curva e dato da:

#(0) = —sin(0)
T(0) = 9(0) = cos(0)
2(0)=0

e quindi si ha:
/ F-ds= /O%(F(:v(ﬁ),y(@), 2(0)),T(0))do
m
= /OQW(\/gcos(Q) sin(6) — v/3sin(6) cos(h) + 3 - 0)df = 0.
Parametrizziamo la curva v, come segue:

in(0) 6 € [0, 2]

Il vettore tangente a tale curva ¢ dato da:

() = —sin(0)
7(0) = { 3(6) -

e quindi si ha:

[ Fds- / C(F(a(6), y(6). =(6)). T(0))db
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= /2”(_\/5005(9) sin(6) + \/§sin(0) cos(f) +3-0)df = 0.

Sostituendo i due valori trovati nella (1.17) si ha

/ F-ds=0-0=0
otS

e pertanto la formula (1.16) del teorema di Stokes ¢ verificata. |
Esercizio 1.21 Verificare il teorema di Stokes per la regione
S={(z,y,2) eR®: |2| <1, |[y|<1; 20+ 2=2}
orientata verso l’alto e il campo vettoriale
F(x,y,z) = (fL‘,l‘, x2) :
Risoluzione. Ricordiamo la formula del teorema di Stokes

/(rot F,n)do :/ F - ds, (1.18)
S ots

dove F' & un campo vettoriale, S ¢ una superficie di R? e 9*S ¢ il suo bordo
percorso in accordo con l'orientazione della superficie stessa. Nel caso in
esame, S e il parallelogramma sul piano obliquo z = 2 — 2x definito dalle

relazioni —1 <z < 1e —1 <y < 1, orientato verso 'alto, e 9*S ¢ formato

dai quattro lati di tale parallelogramma, definiti rispettivamente dalle quattro

relazioni
r =1, z =0, -1 <y <1
y=1, z=2-2z, —1<z<1;

y:—L 2:2—21” —1§l’§1

La linea chiusa ottenuta dall’'unione dei quattro segmenti sopra definiti deve

essere percorsa in senso antiorario.

43



Calcoliamo dapprima l'integrale a sinistra nella (1.18). Il rotore del campo

in esame ¢ dato da

ik
rot F =det |0, 0, 0.| =(0,—2z,1).
x x

Parametrizziamo la superficie S come segue:

z(u,v) =u
O (u,v) = < y(u,v) =v uwe[-1,1], ve[-1,1]
z2(u,v) =2 —2u

La direzione normale a tale superficie & quella del vettore ®, A ®,, dove

(2, (u,v) =1

Dy (u,v) = { yulu,v) =0
[ Zu(u,v) = —2
e
.
zy(u,v) =0
qu(“vv) =93\ Y U,U) =
[ 20(u,v) =0
Pertanto
t J k
S NP, =det |1 0 -2
01 0

Poiché la superficie ¢ orientata verso ’alto, il versore normale cercato ¢ dato
da

1

—(~2,0,1).
[P0 A Py

(Si osservi che non ¢ necessario calcolare esplicitamente il modulo ||, AP, ||,

poiché do = ||, A D,||dudv e pertanto tale modulo verra semplificato nel
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calcolare I'integrale cercato). A tale risultato si poteva arrivare immediata-
mente osservando che la direzione normale ad una superficie piana, cioe tutta
contenuta in un piano, ¢ data in ogni punto (z,y, z) dal vettore (costante!!)
perpendicolare al piano. Quindi, essendo nel nostro caso la superficie con-
tenuta nel piano 2x + z — 2 = 0, la direzione normale ¢ data dal vettore
perpendicolare a tale piano, cioe il vettore (—2,0,1). Quindi, I'integrale di

superficie cercato ¢ dato da

1
/(rot F,n)do = / / (0, —2u, 1) - (=2, 0, 1)dudv
S —1J-1
1
:/ /(—0'2—2u~0+1)dudv:4.
~1J-1

Per calcolare il termine a destra nella (1.18), osserviamo che

/ F~ds:/F‘ds—/F~ds—/F~ds+/F~d$, (1.20)
ors 7 Y2 73 Y4

dove le curve ~;, i = 1,...,4 sono i quattro segmenti definiti dalle (1.19),
avendo scelto il verso di percorrenza del bordo 078 della superficie S in
accordo con l'orientazione della superficie stessa. Parametrizziamo la curva

Y1 come segue:

z(t) =1
r(t) =< yt) = te[-1,1]
2(t) =0

(t) = 0
T@) =qyt) =1
A(t) =0

e quindi si ha:

/ Fds= / (F((t), y(t), 2(8)), T(t))dt

1
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1
:/ (1-04+1+1-0)dt =2.

1

Parametrizziamo la curva v, come segue:

x(t) =1t
r(t)=<yt) =1 te[-1,1]
z(t) =2 — 2t.

Il vettore tangente a tale curva e dato da:

() =1
T(t) = { §(t) = 0
(t) = 2

e quindi si ha:

[ Feds= [ (Fa.u.20). 1)

1

1
:/ (t+t-0—2t)dt = %ﬂ—

1

Parametrizziamo la curva 3 come segue:

te[-1,1]

#(t) =0
T(t) = 4 (1) = 1
At) =0

e quindi si ha:

‘/szﬁwmmwwwmww

1
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1
::/(—y0—1+1mmﬁ:—z

Parametrizziamo la curva v, come segue:

x(t) =t
r(t) =< y(t) =—1 te[-1,1]
z(t) =2 — 2t.

Il vettore tangente a tale curva ¢ dato da:

() =1
T(t) = { §(t) = 0
(t) = —2

e quindi si ha:
1
/fwwa/wwwwmdmf@m
Y4 -1
1 1 2 .| 4
‘Ky+to t2)dt St th .

Sostituendo i quattro valori trovati nella (1.20) si ha

4 4
Fods=2+-42—-=4
/M 37773

e pertanto la formula (1.18) del teorema di Stokes ¢ verificata.
Esercizio 1.22 Verificare il teorema di Stokes per la regione

S={(z,y,2) eR’: y*+2°=4, -1<z<z+1}
orientata verso [’esterno e il campo vettoriale

F(‘T?yWZ) - ($2,Z2,y2) .
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Risoluzione. Ricordiamo la formula del teorema di Stokes
/(rot F,n)do = / F - ds, (1.21)
S s
dove F' & un campo vettoriale, S & una superficie di R? e 978 ¢ il suo bordo
percorso in accordo con l'orientazione della superficie stessa. Nel caso in
esame, S ¢ la superficie laterale del cilindro y? + 2% = 4 compresa tra i piani
x = —1ex = z+ 1, orientata ad esempio verso l’esterno, e 0*S ¢ formato
dalla circonferenza y? 4 2% = 4 sul piano & = —1 percorsa in senso antiorario
e dalla curva sul piano x = z + 1 definita da y? + 2% = 4 percorsa in senso
orario.
Calcoliamo dapprima l'integrale a sinistra nella (1.21). Il rotore del campo

in esame ¢ dato da

ik
rot F =det | 0, 0, 0,]| = (2y—22,0,0).
2 22 P

Parametrizziamo la superficie S come segue:

x(t,0) =t
O(t,0) =< y(t,0) = 2cos(h) t € [—1,2sin(d) + 1], 6 € [0, 27]
2(t,0) = 2sin(0).

La direzione normale a tale superficie & quella del vettore ®; A ®y, dove

xt(t,ﬁ) =1
®t(t7 6) = Z/t(t, 6) =0
2\ T, =0
(S
ZL’Q(t,Q) 0

CI)Q(t, 9) = yg(t, 9) = -2 sm(@)



Pertanto
1 J k
O, NPy =det | 1 0 0 = (0, —2cos(f), —2sin()).
0 —2sin(f) 2cos(f)
Avendo scelto di orientare la superficie verso l’esterno, il versore normale

cercato ¢ dato da

1

———(0,2cos(#),2sin(h)).
@ na) 2 et 25n)

(Si osservi che non ¢ necessario calcolare esplicitamente il modulo ||®; A @y,
poiché do = ||®; A Py||dtdd e pertanto tale modulo verra semplificato nel

calcolare I'integrale cercato). Quindi, I'integrale di superficie cercato & dato

da
2sin(0)+
/(rotF nydo —/ / (4 cos(#) — 4sin(6),0,0)-
(0,2cos(0),2sin(0))dodt

/m / ((4cos(0) — 4sin(6)) - 0

+0-2cos(f) + 0 - 2sin(0))dodt = 0.

Per calcolare il termine a destra nella (1.21), osserviamo che

/ F~ds:/F~ds—/F~ds, (1.22)
otS 71 V2

dove vy elacurvay? +22 =4, 2= —-leypelacurvay’? +22 =4, v = 2z + 1,
avendo scelto il verso di percorrenza del bordo 07S della superficie S in
accordo con l'orientazione della superficie stessa. Parametrizziamo la curva

1 come segue:
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Il vettore tangente a tale curva ¢ dato da:
(@) =0
T(0) = < y(0) = —2sin(6)
2(6) = 2cos(0)

e quindi si ha:

/F ds—/o (0)), T(6))d0

2
/ (1-0— 8sin®(6) + 8cos®(9))do
0

/ 8(1 — cos?(#)) sin(#) + 8(1 — sin?()) cos(6))do

2
=0.
0

8

= —3 Cos3(9) —3 sin®(6)

0

Parametrizziamo la curva v, come segue:

x(f) = 2sin(f) + 1
r(0) = < y(0) = 2cos(6) 0 € 10, 27|
z(0) = 2sin(0).

Il vettore tangente a tale curva e dato da:

%(0) = 2cos()
T(0) =< y(f) = —2sin(h)

2(0) = 2cos(6)

e quindi si ha:

[ reas= [T (6)).7(6)d6
= /% 2sin(f )22 cos() — 8sin®(6) + 8 cos™(0))do
= /0 ((2sin(0 )22 cos(6) — 8(1 — cos?(h)) sin(0)
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+ 8(1 — sin(6)) cos(#))db

1 2m 2 ] 2
= —(2sin(0) +1)*|  — —cos®(A)| — -sin®*(@)] =0.
3 0 3 o 3 0
Sostituendo i due valori trovati nella (1.22) si ha
/ F.-ds=0-0=0
o+s
e pertanto la formula (1.21) del teorema di Stokes & verificata. n

Esercizio 1.23 Verificare il teorema di Stokes per la regione
S={(z,y,2) eR’:y? =27 +42°, 0<y <1}

e il campo vettoriale
F(x,y,z) = (2y,z,2).

Risoluzione. Ricordiamo la formula del teorema di Stokes
/(Tot F,n)do = / F - ds, (1.23)
S o+s
dove F ¢ un campo vettoriale, S ¢ una superficie di R? ¢ S ¢ il suo
bordo percorso in accordo con l'orientazione della superficie stessa. Nel caso
in esame, S ¢ la superficie laterale del cono 3? = x? + 42% compresa tra i
piani y = 0 e y = 1, orientata ad esempio verso 'esterno, e 9*S & l'ellisse
2% +42% = 1 sul piano y = 1 percorsa in senso orario.
Calcoliamo dapprima l'integrale a sinistra nella (1.23). Il rotore del campo

in esame e dato da

ik
rot F=det |0, 0, 0,| =(0,y,1—2).
2y T 2
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Parametrizziamo la superficie S come segue:

x(t,0) = tcos(0)
O(t,0) = y(t,0) =t t €10,1], 6 € [0,27]
2(t,0) = Ltsin(0).

2

La direzione normale a tale superficie & quella del vettore ®; A ®y, dove

x(t,0) = cos()
(I)t(tae) = yt(tve) = 1

2(t,0) = %sin(@)

e
x(t,0) = —tsin(0)
(I)e(t7 Q) = y9<t7 9) =0
zp(t,0) = Stcos()
Pertanto

1 J k 1 1
O, NPy =det | cos(f) 1 =zsin(d) | = (—t cos(0), —§t, tsin(@)) .
0

. 2 2
—tsin(0) St cos(0)

Avendo scelto di orientare la superficie verso l’esterno, il versore normale

cercato ¢ dato da

1 1 1 .
m (§t COS(@), —§t,tsm(9)> .

(Si osservi che non ¢ necessario calcolare esplicitamente il modulo ||®; A @y,
poiché do = ||®; A Dy||dtdd e pertanto tale modulo verra semplificato nel

calcolare I'integrale cercato). Quindi, I'integrale di superficie cercato ¢ dato

da
1 2m 1
/(rot F,n)do :/ / (O,t, 1——t sin(@)) .
S o Jo 2

1 1
: (it cos(0), —§t, t sin(&)) dedt
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1 21 1 1 ) . 1 5 . o
= 0 =tcos(f) — =t~ + tsin(f) — =t sin”(0) | dbdt
o ) 2 2 2
1 1 1

=—=T— =T = —=T.

3 6 2

Per calcolare I'integrale curvilineo a destra nella (1.23), parametrizziamo

la curva 0TS come segue:

x(0) = cos(0)
r@) =qy) =1 0 € [0, 2n]
z(0) = 5 sin(0).

e, stante 'orientazione della superficie S e il relativo verso di percorrenza del
suo bordo 918, si ha:

2w
[ Feas= [ (F@(6).0(6). 20). TO)do
ots 0
27 1 o 1 .
= (—5 sin“(#) + cos(6) - 0 + 1 sin(f) cos(9))df = ——m
0
e pertanto la formula (1.23) del teorema di Stokes ¢ verificata. [ ]
Esercizio 1.24 Verificare il teorema di Stokes per la regione
S={(z,y,2) eER’:z=4—-2>—y* 2< 2 <4}
orientata verso [’alto e il campo vettoriale

F(z,y,2) = (2,2,y).
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Risoluzione. Ricordiamo la formula del teorema di Stokes
/(rotF, n)do :/ F - ds, (1.24)
S ot+s
dove F' & un campo vettoriale, S ¢ una superficie di R? e 9*S ¢ il suo bordo
percorso in accordo con l'orientazione della superficie stessa. Nel caso in
esame, S ¢ la superficie laterale del paraboliode z = 4 — 22 — 4% compresa
tra i plani z = 2 e z = 4, orientata verso l'alto, e 0TS ¢ la circonferenza
2% + y? = 2 sul piano z = 2 percorsa in senso antiorario.
Calcoliamo dapprima l'integrale a sinistra nella (1.24). Il rotore del campo

in esame ¢ dato da

ik
rot F=det |0, 0, 0.| =(1,1,1).
z x oy

Parametrizziamo la superficie S come segue:
z(p, ) = pcos(9)
®(p,0) = {y(p,0) = psin(6)  p€[0,v2], 6 €[0,27]
2(p,0) =4 —p*.

La direzione normale a tale superficie ¢ quella del vettore ®, A ®y, dove

o(p,0) = cos(0)
®y(p,0) = § y,(p,0) = sin(0)

zp(p,0) = —2p
(§
20(p,0) = —psin(6)
Dy(p,0) = § volp,0) = pcos(0)
2] (p7 0) = 0.
Pertanto

P, APy =det | cos() sin(d) —2p| = (2p*cos(d),2p”sin(d), p).
—psin(f) pcos(d) 0
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Essendo la superficie orientata verso 1’alto, il versore normale cercato ¢ dato

da

1

m@ﬂ2 cos(0),2p” sin(6), p).
p

(Si osservi che non e necessario calcolare esplicitamente il modulo ||®, A ®g|],
poiché do = ||®, A Py||dpdf e pertanto tale modulo verra semplificato nel
calcolare I'integrale cercato). Quindi, I'integrale di superficie cercato ¢ dato

da
V2 2m
/(rot F,n)do = / / (1,1,1) - (2p® cos(8), 2p* sin(B), p)dbdp
S o Jo

V2 2m
= / / (2p% cos(6) + 2p* sin(0) + p)dfdp = 2.
o Jo

Per calcolare I'integrale curvilineo a destra nella (1.24), parametrizziamo

la curva 0TS come segue:

2(0) = /2 cos()
r(0) = < y(0) = v/2sin(0) 0 € [0, 27]
z(0) = 2.

Il vettore tangente a tale curva e dato da:

i(0) = —v/25sin(0)
7(6) = §(6) = V2cos(0)
2(0)=0

e, stante 'orientazione della superficie S e il relativo verso di percorrenza del

suo bordo 918, si ha:

2

[ Feds= [ (R G(0).60).20).70))as

ots 0

2

_ / (=2v/Zsin(8) + 2cos(6) + v2sin(6) - 0)d — 27
0
e pertanto la formula (1.24) del teorema di Stokes ¢ verificata. ]
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Esercizio 1.25 Verificare il teorema di Stokes per il campo vettoriale

Flod) = (s y )

22+ y? 22wty 42 a4yt 2R

e la superficie

S={(z,y,2) eR’: z=1, 2 +y* <1}
Risoluzione. Ricordiamo la formula del teorema di Stokes

/(rotF, n>d<7:/ F - ds, (1.25)

S ots

dove F' & un campo vettoriale, S ¢ una superficie di R? e 9*S ¢ il suo bordo
percorso in accordo con l'orientazione della superficie stessa. Nel caso in
esame, S ¢ la superficie (piana!!) data dal cerchio 2% + y* < 1 sul piano

z = 1, orientata ad esempio verso l'alto, e 7S ¢ la circonferenza x? +3? = 1

sul piano z = 1 percorsa in senso antiorario.

Calcoliamo dapprima l'integrale a sinistra nella (1.25). Essendo
i J k
rot F' = det %B %y % =(0,0,0),

$2+y2+22 I2+y2+22 I2+y2+22
I'integrale di superficie nella (1.25) ¢ nullo.
Per calcolare I'integrale curvilineo a destra nella (1.25), parametrizziamo

la curva 0TS come segue:
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e, stante 'orientazione della superficie S e il relativo verso di percorrenza del

suo bordo 018, si ha:

/MSF.ds:/Oﬂ<F(fc(9)7Z/(9)a2(9)),T(9))d6

_ /0 v (_% cos(6) sin(6) +  sin(6) cos(6) + 3 - o) d8 = 0

e pertanto la formula (1.25) del teorema di Stokes ¢ verificata. |

Esercizio 1.26 Facendo opportunamente uso del teorema di Stokes in R2,

calcolare lintegrale curvilineo

/ {(xlog(1 + zy) + = + 3y) dz+ (ylog(l + zy) + = + 3y) dy}
+9A

dove +0A ¢ la frontiera dell’insieme
A={(z,y) eR*: 2>0, y>0, z+y <5}
orientata in verso antiorario.

Risoluzione. In base al teorema di Stokes I'integrale curvilineo proposto &

uguale a

/ {(zlog(l + zy) + . + 3y) dx + (ylog(l + zy) + = + 3y) dy} =
+9A

/ 0:{ylog(1 + zy) + = + 3y} — 9,{xlog(1 + zy) + = + 3y}dx dy =
A

Y T
1] — dr duy =
//[<y1+xy+ ) <x1+xy+3>] r
A
2 2
y'—
-2 = -2 = —25.
//(1+xy )da:dy //d:tdy 5
A A
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Esercizio 1.27 Verificare l'uguaglianza stabilita dal teorema di Stokes in R3

per il campo vettoriale
F=Q2y+ 22+ 2z 2+ 2y)
e la superficie
S={(z,y,2) eER’: 2*+y*+2°=1, 2>0}.

Risoluzione. Si tratta di verificare che

/ / (rot F,nydo = / (F, T)ds (1.26)

dove n e il versore normale esterno ad S, v il bordo della superficie S, T' il

versore tangente a 7.
Si ha

7:{(x,y,z)€R3: oyt =1, z:O}

n =(z,y,z) con x*+y* + 22 =1,

r y
T= 0).
($2+y2’x2+y2’ )

Risulta poi

l J k
rot F = det Ox Oy 0, =(2-1,-241,2—-2) = (1,—-1,0),
20+ 2z 22+ 2 2242y

per cui
(rot F,n) =z —y.

Utilizzando le coordinate polari di R?® possiamo parametrizzare S come

x = cos ¢ cos 0
S:<y=singcosh 0<o¢p<2m, 0<0<

z = sin 0.

bo |



Risulta allora

Opx = — cos ¢sinf Opx = —sin ¢ cos 0
OJpy = — sin ¢ sin 6 Opy = cos ¢ cosl
O0pz = cos b, Opz =0,
per cui
i j k
(Opx, Opy, Opz) N (O, 0py, Opz) =det | —cos¢sing —singsing cosb
—sin¢cosf cos@cosl 0

=(— cos ¢ cos® §, — sin ¢ cos? 0, sin § cos 0)

e quindi (O, Oy, 0pz) N (0p, Opy, 0p2)| = | cosb|.
Risulta

//(rotFndE //x—

21 71'/2

—/dgb/ (cos 0 cos ¢ — cos O sin @) cos 6 db

w/2

/cos¢—sm¢ d¢/cos 0 do =0,

0

risultato che si poteva prevedere anche prima del passaggio in coordinate

polari utlizzando la simmetria. Inoltre, parametrizzando la circonferenza -,

7:{1’:(:.059 0<0<2r
y = sinf

abbiamo

/(F, T)ds = / (2sinf(—sinf) + 2 cosf(cos b))

il
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21
= 2/ (0082(9 — sin? 6) dd =0,

0

per cui I'uguaglianza (1.26) e verificata. n

1.4 Teorema di Gauss
Esercizio 1.28 Verificare il teorema di Gauss per la regione
Q={(z,y,2) eR*: *+y*+2* <1}
e il campo vettoriale
F(z,y,2) = (z,0,2).
Risoluzione. Ricordiamo la formula del teorema di Gauss
/de'vF dx dy dz :/ (F,ne) do, (1.27)

o0

dove F & un campo vettoriale, Q & una regione di R3, 99 ¢ il suo bordo, cioe
una superficie di R?, e n, ¢ il versore normale uscente di 9€). Nel caso in
esame, () ¢ la sfera di centro I'origine e raggio uno e 0f) ¢ la superficie esterna
di tale sfera, definita quindi dalla relazione % 4 y? + 22 = 1.

Calcoliamo dapprima l'integrale a sinistra nella (1.27). Essendo
div F = O,z + 0,0 + 0.2 = 2,

I'integrale triplo nella (1.27) & pari a due volte il volume della sfera unitaria,

quindi & pari a 7. (Alternativamente, si pud ottenere lo stesso risultato

3
integrando la funzione costante 2 nella regione €2 utilizzando le coordinate

sferiche.)
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Per calcolare I'integrale di superficie a destra nella (1.27), parametrizzia-

mo la superficie 92 come segue:

O(0, ) = < y(0,p) = sin(f) sin(p) 0 € [0,27], ¢ € [0, 7]

La direzione normale a tale superficie ¢ quella del vettore ®5 A @, dove

ze(0, ) = —sin(0) sin(p)

Py(0, 0) = { yo(0, p) = cos(0) sin(y)
29(6, ) =0
z,(0, ) = cos(0) cos(p)
Dy (0, ) = § Yp(0, p) = sin(0) cos(y)
2,(0, ) = —sin(p)
Pertanto

i j k
Qy A O, = det | —sin(f)sin(¢) cos(f)sin(yp) 0
cos(f) cos(p)  sin(f) cos(p) —sin(p)
= (—cos(0) sin®(p), — sin(#) sin? (), — sin(p) cos(p)).

Poiché la normale alla superficie deve essere orientata verso l'esterno, il

versore normale cercato ¢ dato da

1

W(COS<9) sin?(¢), sin(#) sin’(¢), sin() cos()).

(Si osservi che non e necessario calcolare esplicitamente il modulo ||[®g A @, ||,
poiché do = ||®g A ®,||d0dp e pertanto tale modulo verra semplificato nel
calcolare I'integrale cercato). A tale risultato si poteva arrivare immediata-

mente osservando che il versore normale uscente da una superficie sferica e
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dato in ogni punto (z,y,z) proprio dal vettore (z,y, z), eventualmente da

normalizzare. Quindi, I'integrale di superficie cercato ¢ dato da

/ (F,n.) da—/ / cos(f) sin(¢p), 0, cos(p))-
89
(cos(6

)sin?(¢), sin(#) sin® (), sin(y) cos())dOdyp
=[] teost@)sin®o) + sin() cost ) o

=7 /07r sin(p)(1 — cos?(p))dy + 27 /07r sin(y) cos?(p)dyp

- ( — cos(¢) ﬂ) - ( - %0083@0) :)

0
8
e pertanto la formula (1.27) del teorema di Gauss ¢ verificata. [ ]

=2n4+ -m =7

3 3

Esercizio 1.29 Verificare il teorema di Gauss per il campo vettoriale

F(z,y,2) = (2°,4°,1)
e la regione

Q={(z,y,2) eR’: 2 +y* <1, 2] <1}.
Risoluzione. Ricordiamo la formula del teorema di Gauss

/div Fdxdydz :/ (F,ne)do, (1.28)

Q Gl9)

dove F' & un campo vettoriale, 2 & una regione di R?, 99 ¢ il suo bordo,
cio¢ una superficie di R3, e n, ¢ il versore normale uscente di 9. Nel
caso in esame, € ¢ il cilindro definito da z? + 3? < 1 delimitato dai piani
z=—1lez=1¢e J e formato dalla superficie laterale del cilindro, definita

da 22 +y?> = 1, —1 < z < 1 e dalle due superfici di base, cio¢ il cerchio

2% 4+ y? <1 sul piano z = —1 e il cerchio 22 + y? < 1 sul piano z = 1.

62



Calcoliamo dapprima 'integrale a sinistra nella (1.28). La divergenza del

campo in esame ¢ data da
div F = 0,2° + 0,y° + 0.1 = 32* + 3y>.

Per calcolare tale integrale, utilizziamo le coordinate cilindriche:

z(p,0,t) = pcos(0)

y(p,0,t) = psin(8)
z(p,0,t) =t.

Lo jacobiano di tale cambio di coordinate ¢ dato da:

cos(0) sin(d) 0
J(p,0,t) = |det | —psin(f) pcos(@) 0 || =p
0 0 1

e la regione 2 nelle nuove coordinate ¢ descritta dalle relazioni p € [0, 1],

0 € [0,27], t € [—1,1]. Pertanto, I'integrale triplo cercato ¢ dato da

1 pom 1
/ div Fdxdydz = / / / (3p% cos®(0) + 3p? sin?(0)) pdtdOdp
Q o Jo Joi

1, 3
=6r | =p* | = =7
7r<4,0 0) 27r

Per calcolare il termine a destra nella (1.28), osserviamo che

/ (F.n)do = / (Fomo1)do + / (F.nes)do + / (F,n.s)do, (1.29)
o0 S1 So S3

dove n.; sono i versori normali uscenti alle superfici §;, ¢ = 1, 2, 3, superfici

definite rispettivamente da:

P4y =1, -1<z2<1;
2?4y <1, 2 =—1;

2y <1, z=1.
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Parametrizziamo la superficie S§; come segue:
O(0,t) = < y(6,t) = sin(h) 0 €10,2n], t € [-1,1]
La direzione normale a tale superficie ¢ quella del vettore ®y A &;, dove

xg(0,t) = —sin(0)
Dp(0,t) = < yo(0,t) = cos(6)

26(07 t) =
e
xt(Q,t =
¢t(07 t) = yt(67 t) =
Zt ) =
Pertanto
¥ k
Dy NP, =det | —sin(0) cos(d) 0
0 0 1

= (cos(0),sin(6),0).

Poiché la normale alla superficie deve essere orientata verso l’esterno, il

versore normale cercato ¢ dato da

1

W(cos(@), sin(0),0).

(Si osservi che non ¢ necessario calcolare esplicitamente il modulo ||®g A ®,||,
poiché do = ||Py A P;||dOdt e pertanto tale modulo verra semplificato nel
calcolare I'integrale cercato). Quindi, I'integrale di superficie cercato & dato

da
/S (F.ne1)do = /_ 1 /O "(cos?(6), sin®(0), 1) - (cos(0), sin(9), 0)ddt
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_ /_ 1 /O 7 (cos™(0) + sin(0) + 1 - 0)dodt

1

avendo calcolato (per parti) gli integrali

2w 2 3
/ cos*(0)do = / sin*(0)df = ~r.
0 0 4

Parametrizziamo la superficie Sy come segue:

z(p,0) = pcos(0)
(p.0) = { y(p,0) = psin(0)  p€[0,1], 6 €[0,2n
z(p,0) = —1.
Il versore normale uscente da tale superficie & (0,0, —1). Calcoliamo ora il

modulo ||®, A ®y|| necessario per determinare ’elemento d’area do. Si ha:

z,(p,0) = cos(f)
D,(p.0) = { yy(p.0) = sin(0)

Zp(p78 -
e
(4(p, 0) = —psin(0)
Dy(p,0) = § yo(p, ) = pcos(0)
\29(p7 0) = 0.
Pertanto

O, N Dy =det | cos(f) sin(f) 0
—psin(f) pcos(d) 0

= (07 0, P)

e pertanto |®, A ®y|| = p. Quindi, l'integrale di superficie cercato & dato da

1 2m
/ (Fineg)do = / / (p” cos™(0), p®sin®(6), 1) - (0,0, —1)pdfdp
So 0 0
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1 21
= / / —pdfdp = —.
0o Jo

Parametrizziamo la superficie S3 come segue:
2(p,0) = pcos(f)
©(p.0) = qulp,0) = psin(0)  pe[0.1], 0 €[0,27]
z(p,0) = 1.
Il versore normale uscente da tale superficie ¢ (0,0,1). Calcoliamo ora il

modulo ||®, A ®y|| necessario per determinare I’elemento d’area do. Si ha:

p(p,0) = cos(f)
®y(p,0) = § Yp(p,0) = sin(0)

zp(p,0) =
e
z9(p, 0) = —psin(0)
Po(p,0) = 4 yo(p, 0) = pcos(0)
2p(p,0) = 0.
Pertanto

k
®, N Dy =det | cos(h) sin(f) 0
—psin(f) pcos(d) 0

= (07 0, P)

e pertanto ||®, A Oyl = p. Quindi, I'integrale di superficie cercato ¢ dato da

1 27
/ (Fineg)do = / / (p* cos®(0), p*sin®(6),1) - (0,0,1)p df dp
S3 0 0

1 2w
:/ / pdfdp =m.
0o Jo

Sostituendo i tre valori trovati nella (1.29) si ha
3 3
/ (Fneydo = —m—m+m7==m
90 2 2
e pertanto la formula (1.28) del teorema di Gauss e verificata. ]
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Esercizio 1.30 Verificare il teorema di Gauss per la regione
Q={(z,y,2) eR*:0<2<1, 0<y<2 0<z<3}
e il campo vettoriale

Fa,y,2) = (z,y,2).

Risoluzione. Ricordiamo la formula del teorema di Gauss
/divF dzr dy dz :/ (F,ne)do, (1.30)
Q o0

dove F ¢ un campo vettoriale, Q) & una regione di R3, 92 ¢ il suo bordo, cioe

una superficie di R3, e n, ¢ il versore normale uscente di 9. Nel caso in

esame, €) ¢ il parallelepipedo definito dalle relazioni 0 < z < 1, 0 < y < 2,

0 < z < 3 e df e formato da sei rettangoli definiti dalle relazioni seguenti:
r=0, 0<y<?2, 0<z<3;
r=1 0<y<?2 0<z<3;
y=0 0<or<l, 0<z<3;
y=2, 0<zrx<l, 0<z<3;

z2=0, O<z<l1, O0<y<?2
z=3, O<zx<l O<y<?2.

(1.31)

Calcoliamo dapprima l'integrale a sinistra nella (1.30). Essendo
div F' = O,z + 0yy + 0.2 = 3,

I'integrale triplo nella (1.30) e pari a tre volte il volume del parallelepipedo che
ha spigoli di lunghezze uno, due e tre, quindi & pari a 18. (Alternativamente,
si puo ottenere lo stesso risultato integrando la funzione costante 3 nella
regione (2.)

Per calcolare il termine a destra nella (1.30), osserviamo che

/a (Fyne)do = é /S (Funeg)do, (1.32)
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dove n.; sono i versori normali uscenti alle superfici S;, 7 = 1, ..., 6, superfici
definite dalle (1.31). Osserviamo che si tratta di superfici piane contenute in
piani paralleli agli assi coordinati, per cui gli integrali di superficie nella (1.32)
sono in realta integrali doppi (se pensiamo di parametrizzare le superfici
con le variabili u, v, I’elemento di superficie do ¢ dato da dudv). In piu, i
versori normali uscenti a tali superfici sono paralleli agli assi coordinati e,

piu precisamente,

Ne1 = (_1a070)7 Neo2 = (17070)7 Ne3 = (07 _170)7
Neg = (07 170)7 ne,5 = (0707 _1>7 ne,ﬁ = (0707 1)

. Pertanto, i sei integrali nella (1.32) sono dati da:

/Fnelda—// (0,y,2) - (—1,0,0)dydz = 0;
S1
[ Eneayio = [ [y (1.0,0a: =6
So 0 0

1 3
/(F,ne,;;)da:/ / (x,0,2)-(0,—1,0)dzdz = 0;
S3 0 0

1 3
/ (F\neq)do :/ / (,2,2,)-(0,1,0)dzdz = 6;
Sy 0 0
1 2
/ <F7 ne,5>d0- / / (xa Y, 0) ' (Oa 07 —1)d$dy = Oa
S5 0 0

/ (Fyneg)ydo = / / (x,y,3) - (0,0, 1)dzdy = 6.
Se 0 0

Sostituendo i sei valori trovati nella (1.32) si ha
/aQ<F,ne)d0:O+6+0+6+0+6: 18

e pertanto la formula (1.30) del teorema di Gauss ¢ verificata. [ ]

Esercizio 1.31 Verificare il teorema di Gauss per la regione
Q:{(x,y,z)€R3:x2—|—y2§1, y > |z, nggl}
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e il campo vettoriale

F(z,y,z) = (2x,3y,0).
Risoluzione. Ricordiamo la formula del teorema di Gauss

/divF dx dy dz :/ (F,ne)do, (1.33)

Q o0

dove F ¢ un campo vettoriale, Q & una regione di R3, 92 ¢ il suo bordo, cioe
una superficie di R3, e n, ¢ il versore normale uscente di 9. Nel caso in
esame, () ¢ la porzione di cilindro 22 +y? < 1 delimitato dai piani orizzontali

z=0e z =1 e dai piani verticali y = x e y = —x, mentre 0f) e formato

dalle cinque superfici definite dalle relazioni seguenti:

?4+yP=1, y>|z|, 0<z<1;

y=u, 0<z<¥2 0<z<1;

y = —z, —2 < <0, 0<2<1, (1.34)
z2=0, 4y <1, y>|zf;

z=1, ?+y? <1, y>|zl|

Calcoliamo dapprima l'integrale a sinistra nella (1.33). Essendo
div F' = 0,2z + 0,3y + 0,0 =5,

I'integrale triplo nella (1.33) ¢ pari a cinque volte il volume di €2, che ¢ un
quarto del cilindro di base #+y? < 1 ¢ altezza uno, vale a dire 2. (Alterna-
tivamente, si puo ottenere lo stesso risultato integrando la funzione costante
6 nella regione Q e utilizzando opportunamente le coordinate cilindriche.)

Per calcolare il termine a destra nella (1.33), osserviamo che

/89<F, ne)do = é/gw nes)do, (1.35)

dove n.; sono i versori normali uscenti alle superfici S;, @ = 1, ..., 5, superfici

definite dalle (1.34). Cominciamo con l'osservare che i versori normali n. 4 e
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nes sono date rispettivamente da (0,0,—1) e (0,0, 1), per cui, essendo nulla

I'ultima componente del campo F, si ha (F,n.4) = (F,n.5) = 0 e quindi

/ (F,neq)do :/ (Fines)do = 0.
Sa

Ss

Parametrizziamo la superficie S§; come segue:

x(0,t) = cos(0 5
O(0,t) = < y(6,t) = sin(h) 0 e {%, Z?T:| , t€][0,1]
=1t.

La direzione normale a tale superficie e quella del vettore &y A &, dove

xp(6,t) = —sin(0)
Dp(0,t) = S yo(0,t) = cos(6)

Z@(H, t) =0
e
th(e,t =
q)t(07 t) = yt(07 t) =
Zt\Y, =
Pertanto
i J k
Py A Dy = det | —sin(f) cos(f) 0] = (cos(f),sin(0),0).
0 0 1

Poiché la normale alla superficie deve essere orientata verso l’esterno, il

versore normale cercato ¢ dato da

——————(cos(f),sin(6), 0).
g (os(0)-sin(6).0)
(Si osservi che non e necessario calcolare esplicitamente il modulo ||®g A ®,||,

poiché do = ||Py A P;||dOdt e pertanto tale modulo verra semplificato nel
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calcolare I'integrale cercato). Quindi, Iintegrale di superficie cercato ¢ dato

da
1
/(F,n&l)d()’:/ /
S 0 %

1 %W
= / / (2 cos?(#) + 3sin?(#) 4 0 - 0)dfdt
0 /g

_27T 1+3 7T+1 _5 +1
—“\173 178) 74"y

Parametrizziamo la superficie Sy come segue:

e

Tr(2 cos(f), 3sin(0),0) - (cos(h), sin(6), 0)dOdt

x(u,v) =u
Q(u,v) = < ylu,v) =u u € [O, \?] , v e0,1]

z(u,v)

La direzione normale a tale superficie ¢ quella del vettore ®, A ®,,, dove

zy(u,v) =1

Dy (u,v) = { yu(u,v) =1

2y (u,v) =0
e
x,(u,v) =
D, (u,v) = < yy(u,v) =0
zp(u,v) =1
Pertanto

1 J k
S, NP, =det |1 1 0] =(1,-1,0).
00 1

Poiché la normale alla superficie deve essere orientata verso l’esterno, il

versore normale cercato ¢ dato da

1

—(1,-1,0).
[P A Py
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(Si osservi che non ¢ necessario calcolare esplicitamente il modulo ||, AP, ||,
poiché do = ||, A D,||dudv e pertanto tale modulo verra semplificato nel
calcolare I'integrale cercato). A tale risultato si poteva arrivare immediata-
mente osservando che la direzione normale ad una superficie piana, cioe tutta
contenuta in un piano, ¢ data in ogni punto (z,y, z) dal vettore (costante!!)
perpendicolare al piano. Quindi, essendo nel nostro caso la superficie conte-
nuta nel piano y — x = 0, la direzione normale ¢ data dal vettore perpendi-
colare a tale piano, cioe il vettore (1,—1,0). Quindi, 'integrale di superficie

cercato ¢ dato da

/(rotF,ne,gﬁla:// (2u,3u,0) - (1,—1,0) dudv
So 0 0

1 2 1
:// (2u—3u+0-0) dudv = —-.
o Jo 4

Parametrizziamo la superficie S3 come segue:

z(u,v) =u V3

P(u,v) = Cy(u,v) =—-u  uwe€ —7,0 , v e 0,1]
z(u,v) = v.

La direzione normale a tale superficie & quella del vettore ®, A ®,, dove

(2, (u,v) =1

P, (u,v) = Yu(u,v) = -1

e
(2, (u,v
Dy (u,v) = § yo(u,v) =
[ 2o(u,v) =1
Pertanto
i j ok
D AP, =det [1 —1 0| =(=1,-1,0).
0O 0 1



Poiché la normale alla superficie deve essere orientata verso l’esterno, il

versore normale cercato ¢ dato da

1

——(=1,-1,0).
[u A Py

(Si osservi che non ¢ necessario calcolare esplicitamente il modulo ||, A ®, ||,
poiché do = ||®, A @, ||dudv e pertanto tale modulo verra semplificato nel
calcolare I'integrale cercato). A tale risultato si poteva arrivare immediata-
mente osservando che la direzione normale ad una superficie piana, cioe tutta
contenuta in un piano, ¢ data in ogni punto (z,y, z) dal vettore (costante!!)
perpendicolare al piano. Quindi, essendo nel nostro caso la superficie conte-
nuta nel piano y + x = 0, la direzione normale ¢ data dal vettore perpendico-
lare a tale piano, cioe il vettore (—1, —1,0). Quindi, 'integrale di superficie

cercato ¢ dato da

1 70
/ (rot F,nes)do = / / (2u, —3u,0) - (—1,—1,0) dudv
So 0 —@

1 L2 1
:/ / (—2u+3u+0-0) dudv = —-.
o Jo 4

Sostituendo i cinque valori trovati nella (1.35) si ha

5 1 1 1 5
Fon)do=-m+-——-—— 04+0=—
/m< o = gm g =T 0H0=gm
e pertanto la formula (1.33) del teorema di Gauss ¢ verificata. [ ]

Esercizio 1.32 Verificare il teorema di Gauss per la regione
Q= {(az,y,z) ER: 2% +92 + 22 <9, y2$},

e il campo vettoriale
Fr,y,2) = (x,9,2).
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Risoluzione. Ricordiamo la formula del teorema di Gauss

/didexdydz—/ (F,ne)do, (1.36)
0 o9

dove F ¢ un campo vettoriale, Q & una regione di R3, 92 ¢ il suo bordo, cioe
una superficie di R3?, e n, ¢ il versore normale uscente di 9. Nel caso in
esame, {2 e la meta sfera di centro 'origine e raggio tre nel semispazio y > x
e 0F) e formato dalla superficie esterna di tale semisfera, definita quindi dalle
relazioni 22 + y? + 22 = 9, y > x e dalla superficie ottenuta tra la sezione
della sfera col piano y = z, definita quindi dalle relazioni z? + 3% + 2% < 9,
y=x.

Calcoliamo dapprima l'integrale a sinistra nella (1.36). Essendo
div F' = 0,z + 0yy + 0,2 = 3,

I'integrale triplo nella (1.36) ¢ pari a tre volte il volume della semisfera di
raggio tre, quindi ¢ pari a 547. (Alternativamente, si puo ottenere lo stes-
so risultato integrando la funzione costante 3 nella regione €2 utilizzando
opportunamente le coordinate sferiche.)

Per calcolare il termine a destra nella (1.36), osserviamo che

/ (F.n)do — / (F,ne1)do + / (F.ne ) do, (1.37)
[e]9) S Sa

dove n.; sono i versori normali uscenti alle superfici §;, @ = 1,2, superfici
definite rispettivamente da:

Py +2=9, y >

Ay +22 <9, y=u
Parametrizziamo la superficie §; come segue:

x(6, p) = 3cos(#) sin(p) e
Q(0,0) =< y(0,p) = 3sin(h) sin(yp) RS {Z, ZW} , p€[0,7]
2(0,p) = 3cos(p).
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La direzione normale a tale superficie ¢ quella del vettore ®5 A @, dove

(

z9(0, ) = —3sin() sin(yp)
©9(0, ) = § o(6,p) = 3cos(d) sin(¢p)

L 20(0,0) =0
e
(2,(0, ) = 3cos(f) cos(y)
Dy (0, ) =  y,(0,p) = 3sin() cos()
| 2,(0, ) = —3sin(p).
Pertanto
i ] k
Py A D, = det | —3sin(f) sin(p) 3cos(f)sin(yp) 0

3cos(f) cos(p)  3sin(f) cos(p) —3sin(p)
= (=9 cos(f) sin®(), —9sin(f) sin® (), —9 sin(ep) cos()).

Poiché la normale alla superficie deve essere orientata verso l'esterno, il
versore normale cercato e dato da

1

W(Q cos(8) sin®(g), 9sin(f) sin?(p), 9sin(y) cos(¢)).

(Si osservi che non ¢ necessario calcolare esplicitamente il modulo ||®g A @, ||,
poiché do = ||®g A ®,||d0dp e pertanto tale modulo verra semplificato nel
calcolare I'integrale cercato). A tale risultato si poteva arrivare immediata-
mente osservando che il versore normale uscente da una superficie sferica e
dato in ogni punto (z,y,z) proprio dal vettore (z,y, z), eventualmente da

normalizzare. Quindi, l'integrale di superficie cercato ¢ dato da

/ (Fone)do = / / 7 (3cos(8) sin(). 3sin(8) sin(), 3c0s().

(9 cos(6) sin?(p), 9sin(#) sin®(¢p), 9sin(ip) cos(y))dfdyp

S
/ / (27 sin’ () 4 27 sin(ip) cos®(¢))dfdyp
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:7T/ 27 sin()de
0

) = b4r.
0

La superficie Sy ¢ data da 222 + 22 < 9 e quindi pud essere parametrizzata

— o7 ( — cos(y)

come segue:

D,(p,0) = S y,(p,

e
20(p,0) = = L5 psin(0)
Do(p,0) = § yo(p,0) = —Fpsin(0)
zo(p, 0) = pcos(0)
Pertanto

D, N\ Dy = det \/Aﬁ cos(6) \/Li cos(f)  sin(0)

—\%p sin(0) —\/iﬁp sin(f) pcos(6)

1 1
=|(—=p,——=p,0).
(ﬁp \/§p )
Poiché la normale alla superficie deve essere orientata verso l’esterno, il

versore normale cercato ¢ dato da

1 1 1
[ —=p,———=p,0) .
1@, A ] (\/ip ol )
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(Si osservi che non ¢ necessario calcolare esplicitamente il modulo ||®, A ®g|],
poiché do = ||®, A ®g||dpdf e pertanto tale modulo verra semplificato nel
calcolare I'integrale cercato). A tale risultato si poteva arrivare immediata-
mente osservando che la direzione normale ad una superficie piana, cioe tutta
contenuta in un piano, ¢ data in ogni punto (z,y, z) dal vettore (costante!!)
perpendicolare al piano. Quindi, essendo nel nostro caso la superficie conte-
nuta nel piano y — x = 0, la direzione normale ¢ data dal vettore perpendi-
colare a tale piano, cioe il vettore (1,—1,0). Quindi, 'integrale di superficie

cercato ¢ dato da

/52 (F,ne2)d / / ( p cos( ),%pcos(e),psin(e)).

p,——p,0 ) dbdp = 0.
(77 —)

Sostituendo i due valori trovati nella (1.37) si ha

/ (F,ne)ydo = 54w + 0 = bdn

o9
e pertanto la formula (1.36) del teorema di Gauss ¢ verificata. n
Esercizio 1.33 Verificare il teorema di Gauss per la regione
3.,2 .2 1 1

Q=<(r,y,2) eR:x*+y* < 1; §y—1§z§—§y—|—1
e il campo vettoriale

F(z,y,2) =(0,0,2).
Risoluzione. Ricordiamo la formula del teorema di Gauss

/didea:dydz:/ (F,ne)do, (1.38)
Q o9
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dove F ¢ un campo vettoriale, Q ¢ una regione di R3, 99 ¢ il suo bordo, cioe
una superficie di R3, e n, ¢ il versore normale uscente di 9. Nel caso in
esame, ¢ il cilindro definito da 2?+y? < 1 delimitato dai piani z = 1y—1e
z= —%y + 1 e 09 ¢ formato dalla superficie laterale del cilindro, definita da
4yt =1, %y— 1<z2< —%y+1 e dalle due superfici definite da 22 +y? < 1,
z=1ly—lea?+y? <1, z2=—1y+1.

Essendo
div F' = 0,0+ 90,0 + 0,z = 0,

I'integrale di volume nella (1.38) ¢ nullo.

Per calcolare il termine a destra nella (1.38), osserviamo che

/ (F.n)do — / (Fome)do + / (F.nes)do + / (F.neg)do, (1.39)
o002 S Sa

S3
dove n.; sono i versori normali uscenti alle superfici S;, ¢ = 1, 2, 3, superfici

definite rispettivamente da:

y 1 1
r”+y° =1, §y—1SZS—§y+1;

Parametrizziamo la superficie S; come segue:

x(0,t) = cos(0) ) )
P(0,t) =< y(0,t) =sin(d) 0€[0,27], t € 5 sin() — 1, —3 sin(f) + 1
z(0,t) =t.

La direzione normale a tale superficie & quella del vettore ®y A ®;, dove

0,1t
@9(9, t) = y9<97 t) = COS(Q)
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l’t(e,t =
(I)t(07t) =3 Yt 97t =
zZ\U, =
Pertanto
7 J k
Py A Dy = det | —sin(d) cos(d) 0
0 0 1

= (cos(#),sin(#), 0).

Poiché la normale alla superficie deve essere orientata verso l'esterno, il

versore normale cercato ¢ dato da

1

W(cos(@), sin(6),0).

(Si osservi che non ¢ necessario calcolare esplicitamente il modulo || @y A ||,
poiché do = ||Py A D;||dfdt e pertanto tale modulo verra semplificato nel
calcolare I'integrale cercato). Quindi, l'integrale di superficie cercato ¢ dato

da

1 2
/ (Fineq)do = / / (0,0,cos(0)) - (cos(#),sin(f),0)dddt = 0.
S —-1J0
Parametrizziamo la superficie Sy come segue:

z(p,0) = pcos(0)
P(p,0) = y(p,0) = psin(0) p €[0,1], 6 € [0, 27]
(p.0) = Lpsin(0) -

La direzione normale a tale superficie ¢ quella del vettore ®, A ®y, dove



Po(p,0) = { vo(p.0) = pcos(d)
20(p,0) = Lpcos(6)
Pertanto
7 Ji k
O, NPy =det | cos(f) sin(g) 5 sin(9)

—psin(f) pcos(d) 3pcos(h)

- ) 2p7p .

Poiché la normale alla superficie deve essere orientata verso l'esterno, il

versore normale cercato ¢ dato da

1 (0 1 )
@, A \ 277"

(Si osservi che non ¢ necessario calcolare esplicitamente il modulo ||®, A ®g|],
poiché do = ||®, A Py||dpdf e pertanto tale modulo verra semplificato nel
calcolare I'integrale cercato). A tale risultato si poteva arrivare immediata-
mente osservando che la direzione normale ad una superficie piana, cioe tutta
contenuta in un piano, ¢ data in ogni punto (z,y, z) dal vettore (costante!!)
perpendicolare al piano. Quindi, essendo nel nostro caso la superficie con-
tenuta nel piano %y — 2z — 1 = 0, la direzione normale e data dal vettore
—1). Quindi, l'integrale di

perpendicolare a tale piano, cioe il vettore (O, %,

superficie cercato ¢ dato da

1 27 1
[ mnar= [ ] <o,o,pcos<9>>-(o,—p,—p) dodp
S 0 0 2

1 21
= / / —p? cos(6)dfdp = 0.
o Jo
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Parametrizziamo la superficie S3 come segue:

x(p, ) = pcos(9)
Q(p,0) =< y(p,0) = sm(@) p€10,1], 6 € [0, 27]
0

z(p,0) = —5p81n(0) + 1.

La direzione normale a tale superficie ¢ quella del vettore ®, A &4, dove

p(p, 0) = cos(0)

51(0.8) = 4 1(0,6) — sn(0)
2o(p, 0) = —5sin(0)
z9(p,0) = —psin(0)
Py(p,0) = § yo(p,0) = pcos(¥)
20(p,0) = —Lpcos(6)
Pertanto
7 Ji k

O, NPy =det | cos(f) sin(g)  —3sin()
—psin(9) pcos(d) —3pcos(h)

- 72p7p :

Poiché la normale alla superficie deve essere orientata verso l'esterno, il

versore normale cercato ¢ dato da

1 (01 )
1@, A\ 2")

(Si osservi che non ¢ necessario calcolare esplicitamente il modulo ||®, A ®g|],
poiché do = ||®, A ®y||dpdf e pertanto tale modulo verra semplificato nel
calcolare l'integrale cercato). A tale risultato si poteva arrivare immediata-
mente osservando che la direzione normale ad una superficie piana, cioe tutta

contenuta in un piano, ¢ data in ogni punto (z,y, z) dal vettore (costante!!)
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perpendicolare al piano. Quindi, essendo nel nostro caso la superficie con-

tenuta nel piano —%y — z+ 1 = 0, la direzione normale e data dal vettore

perpendicolare a tale piano, cioe il vettore (0, %, 1). Quindi, l'integrale di

superficie cercato ¢ dato da

1 2 1
[ e = [ [ 0.0.pcos®)) (o, L p) dodp
S3 0 0 2
1 27
= / / p? cos(8)dfdp = 0.
o Jo

Sostituendo i tre valori trovati nella (1.39) si ha

/ (Findo =0+0+0=0
o0

e pertanto la formula (1.38) del teorema di Gauss ¢ verificata.

Esercizio 1.34 Verificare il teorema di Gauss per la regione
Q= {(x,y,z) ER?: 22+ 2+ 22 < 1}

e il campo vettoriale
F(z,y,2) = (zy, yz, x2).

Risoluzione. Ricordiamo la formula del teorema di Gauss

/dz’vF dxdydz—/ (F,ne)do,
Q o9

(1.40)

dove F ¢ un campo vettoriale, Q & una regione di R3, 99 ¢ il suo bordo, cioe

una superficie di R3, e n, ¢ il versore normale uscente di 9. Nel caso in

esame, () ¢ la sfera di centro I'origine e raggio uno e 0f) ¢ la superficie esterna

di tale sfera, definita quindi dalla relazione z? + 3% + 22 = 1.

Calcoliamo dapprima l'integrale a sinistra nella (1.40). La divergenza del

campo in esame ¢ data da
divF = 0,xy + 0yyz + 0,22 =y + 2 + 2.
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Per calcolare tale integrale, utilizziamo le coordinate sferiche:

z(p, 0, ) = pcos(0)sin(y)
y(p, 0, ) = psin(6) sin(p)
2(p, 0, 9) = pos(p).
Lo jacobiano di tale cambio di coordinate ¢ dato da:
cos(f) sin(yp) sin(0) sin(p) cos(p)
J(p,0,p) = |det [ —psin(0)sin(p) pcos(f)sin(y) 0 = p*sin(y)
pcos(f)cos(p) psin(f) cos(p) —psin(p)
e la regione (2 nelle nuove coordinate ¢ descritta dalle relazioni p € [0, 1],

0 € [0,27], ¢ € [0, 7]. Pertanto, I'integrale triplo cercato ¢ dato da

/Q div Fdrdydz = / 1 / " / " (pcos(8) sin(p) + psin(6) sin()

+ pcos(p))p? sin(p)dpdddp

_7r/ / P’ sin(2¢)dpdp = 0.

Per calcolare U'integrale di superficie a destra nella (1.40), parametrizzia-
mo la superficie 02 come segue:
2(0, ) = cos(0) sin(y)
®(0, ) = (0, p) =sin(0)sin(p) 0 €[0,27], p € [0,7]
2(0, ¢) = cos(p).

La direzione normale a tale superficie ¢ quella del vettore ®g A @, dove

ze(0, ) = —sin(0) sin(p)
Py(0, 0) = { yo(0, p) = cos(0) sin(y)



Pertanto
i j k
Dy A D, = det | —sin(f) sin(¢) cos(f)sin(yp) 0
cos(f) cos(p)  sin(f) cos(p) —sin(y)
= (—cos(f) sin®(p), — sin(#) sin(¢), — sin(p) cos(p)).

Poiché la normale alla superficie deve essere orientata verso l’esterno, il

versore normale cercato ¢ dato da

m(cos(@ sin?(¢), sin(#) sin? (), sin(y) cos()).

(Si osservi che non € necessario calcolare esplicitamente il modulo ||[®g A @, ||,
poiché do = ||®y A ®,||dOdp e pertanto tale modulo verra semplificato nel
calcolare I'integrale cercato). A tale risultato si poteva arrivare immediata-
mente osservando che il versore normale uscente da una superficie sferica e
dato in ogni punto (z,y, z) proprio dal vettore (x,y, z), eventualmente da

normalizzare. Quindi, I'integrale di superficie cercato ¢ dato da

/89<F, ne)do :/oﬂ/o 7T(cos(@) sin(6) sin®* (i), sin(0) sin(y) cos(), cos(8) sin(y) cos(p)) -
- (cos(8) sin® (i), sin(8) sin®(), sin(i) cos(p)) d d

T 1 2 1 ™
= / sin(p)dy [ — = cos®(0) dy + 2w (— sin®(ip) )
0 3 0 4 0
=0
e pertanto la formula (1.40) del teorema di Gauss ¢ verificata. |

Esercizio 1.35 Verificare il teorema di Gauss per la regione
Q={(z,y,2) eR*: 2” +y* +2° <1}
e il campo vettoriale

F(z,y,2) = (23,22,z) .
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Risoluzione. Ricordiamo la formula del teorema di Gauss

/didemdydz:/ (F,ne)do, (1.41)
Q o0

dove F ¢ un campo vettoriale, Q ¢ una regione di R3, 992 ¢ il suo bordo, cioe
una superficie di R3, e n, ¢ il versore normale uscente di 9. Nel caso in
esame, () ¢ la sfera di centro l'origine e raggio uno e 0f2 ¢ la superficie esterna
di tale sfera, definita quindi dalla relazione % 4 y? + 22 = 1.

Calcoliamo dapprima l'integrale a sinistra nella (1.41). Essendo

divF = 0,2% + 8y22 + 0,z =1,

I'integrale triplo nella (1.41) & pari al volume della sfera unitaria, cioe %W.
(Alternativamente, si puo ottenere lo stesso risultato integrando la funzione
costante 2 nella regione 2 utilizzando le coordinate sferiche.)

Per calcolare I'integrale di superficie a destra nella (1.41), parametrizzia-

mo la superficie 92 come segue:
(0, 0) = qy(0,9) =sin(0)sin(p) 0 €[0,27], ¢ €0,

La direzione normale a tale superficie ¢ quella del vettore ®5 A @, dove

ze(0, ) = — sin(0) sin(p)
Do(6,0) =  Yo(0, @) = cos(0) sin(e)



Pertanto
i ] k
Py N D, = det | —sin(f)sin(p) cos(f) sin(yp) 0
cos(f) cos(p)  sin(f) cos(p) —sin(y)
= (—cos(f) sin®(p), — sin(#) sin(¢), — sin(p) cos(p)).

Poiché la normale alla superficie deve essere orientata verso l’esterno, il

versore normale cercato ¢ dato da

1
1o A Dy

(Si osservi che non ¢ necessario calcolare esplicitamente il modulo ||[®g A @, ||,

(cos(8) sin?(), sin(#) sin®(¢), sin(y) cos(¢)).

poiché do = ||®g A ®,||d0dp e pertanto tale modulo verra semplificato nel
calcolare I'integrale cercato). A tale risultato si poteva arrivare immediata-
mente osservando che il versore normale uscente da una superficie sferica e
dato in ogni punto (z,y, z) proprio dal vettore (z,y, z), eventualmente da

normalizzare. Quindi, I'integrale di superficie cercato ¢ dato da

/ag (F.ne)do —/ / cos® (), cos? (), cos())-
(cos(8) sin?(¢p), sin(f) sin?(y), sin(y) cos(p))db dp

= 27T/ sin(y) cos?(p)dyp
0

7T> 4
= -7
0 3

e pertanto la formula (1.41) del teorema di Gauss ¢ verificata. |

1
=27 ( ~3 cos®(ip)

Esercizio 1.36 Verificare il teorema di Gauss per la regione
0= {(J;,y,z) eR?: 2® > %+ 22 1§x§4}

e il campo vettoriale
F(z,y,2) = (x 4+ z,z,2 +y).
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Risoluzione. Ricordiamo la formula del teorema di Gauss

/dz’dea:dydz:/ (F,n.)do, (1.42)
Q o0

dove F' & un campo vettoriale, {2 ¢ una regione di R3, 99 ¢ il suo bordo, cio®
una superficie di R?, e n, ¢ il versore normale uscente di 9. Nel caso in
esame, ) & la porzione di cono 2% > 3%+ 22 delimitata dai pianiz = lez = 4
e 00 ¢ formato dalla superficie laterale del cono, definita da 2% = y? + 22,
1 < 2 < 4 e dalle due circonferenze definite da 3% + 22 < 1, sul piano z = 1
e y? + 22 < 4 sul piano = = 4.

Calcoliamo dapprima 'integrale a sinistra nella (1.42). La divergenza del

campo in esame ¢ data da
divF = 0,(x + 2) + 0yx + 0.(x + y) = 1.

Per calcolare tale integrale, utilizziamo le coordinate cilindriche:

z(p,0,t) =t
y(p,0,t) = pcos(0)
z(p,0,t) = psin(0).

Lo jacobiano di tale cambio di coordinate ¢ dato da:

0  cos(6) sin(0)
J(p,0,t) = |det | 0 —psin(d) pcos(0) || =p
1 0 0

e la regione 2 nelle nuove coordinate & descritta dalle relazioni p € [0, 1],

0 € [0,27], t € [1,4]. Pertanto, I'integrale triplo cercato ¢ dato da

t 21 4
/dz’v Fda:dydz:/ / / pdtdfdp
Q o Jo Ji
4
= 7r/ t2dt = 21
1
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Per calcolare il termine a destra nella (1.42), osserviamo che
/ (F,ne)ydo = / (F,ne1)do +/ (F,neo)do +/ (F,nes)do, (1.43)
o0N S So S3
dove n.; sono i versori normali uscenti alle superfici §;, ¢ = 1, 2, 3, superfici

definite rispettivamente da:

v +22=0% 1<z <4
Vv 4+22=1, z=1;
VP22 =4, =4

Parametrizziamo la superficie §; come segue:

xz(0,t) =t
Q(0,t) = ¢ y(6,t) = tcos(h) 0 €[0,2n], t €[1,4]
2(0,t) = tsin(0).

La direzione normale a tale superficie e quella del vettore &4 A ®;, dove

ZL’@(@, t) =0
Dp(0,t) = < yo(0,t) = —tsin(0)
29(0,t) = tcos(0)

e
xt(Q,t =
(I)t(9> t) = yt(97 t) = COS<9)
2(0,t) = sin(0)
Pertanto
i Ji k

Py NP, =det | 0 —tsin(f) tcos(h)
1 cos(@)  sin(f)
= (—t,tcos(f),tsin(h)).
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Poiché la normale alla superficie deve essere orientata verso l’esterno, il

versore normale cercato ¢ dato da

1

————(—t,tcos(f),tsin(h)).
”%/\(Dt”( (0),tsin(6))

(Si osservi che non ¢ necessario calcolare esplicitamente il modulo || @ A ||,
poiché do = ||Py A D;||dfdt e pertanto tale modulo verra semplificato nel

calcolare 'integrale cercato). Quindi, Iintegrale di superficie cercato ¢ dato

da
4 2m
/ (F\ne1)do = / / (t +tsin(0),t,t +tcos(h)) - (—t,tcos(f),tsin(f))dodt
S 1 Jo

_ /4 /Qﬂ(—t(t +tsin(0)) + £2 cos(0) + t(t + t cos(6)) sin(6))dodt

= —427.

Parametrizziamo la superficie Sy come segue:
z(p,0) =1
Cb(p, 0) = y(p, 9) = IOCOS(Q) pe [07 1]’ 0 € [O’ 27T]
2(p, 0) = psin(0).
Il versore normale uscente da tale superficie ¢ (—1,0,0). Calcoliamo ora il

modulo ||®, A ®g|| necessario per determinare ’elemento d’area do. Si ha:

‘Tﬁ(pv 8) =0

®y(p,0) = § Yp(p,0) = cos(0)
2(p,0) = sin(6)

zo(p,0) =0
Dy(p,0) = § vol(p,0) = —psin(0)
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Pertanto
i ] k
O, NDg=det | 0 cos(f) sin(6)
0 —psin(d) pcos(d)

= (p> 0, O)

e pertanto ||®, A @y|| = p. Quindi, 'integrale di superficie cercato ¢ dato da

1 2m
/ (F\neg)do = / / (14 psin(),1,1+ pcos(d)) - (—1,0,0)pdOdp
S o Jo
1 2
= / / (—p — p*sin(6))dOdp = —.
o Jo

Parametrizziamo la superficie S3 come segue:

x(p,0) =4
CD(,O,Q) = y(p, 9) = pCOS(Q) pE [074]’ 0 € [0727T]
z(p,0) = psin(0)

Il versore normale uscente da tale superficie ¢ (1,0,0). Calcoliamo ora il

modulo ||®, A ®y|| necessario per determinare ’elemento d’area do. Si ha:

®y(p,0) = § Yp(p,0) = cos(0)

e
Lo (p7 9) =
Pg(p,0) = { volp,0) = —psin(0)
20(p,0) = pos(6).
Pertanto
7 Ji k

P, NPg=det [0 cos(f) sin(6)
0 —psin(f) pcos(d)
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= (p,0,0)
e pertanto ||®, A Oyl = p. Quindi, I'integrale di superficie cercato ¢ dato da
4 2m
/ (F\neg)do = / / (44 psin(0),4,4 + pcos(8)) - (1,0,0)pdbdp
S o Jo
2 2
= / / (4p + 4p*sin(0))dOdp = 64r.
o Jo
Sostituendo i tre valori trovati nella (1.43) si ha
/ (F,ne)do = =421 — m + 641 = 217
o9
e pertanto la formula (1.42) del teorema di Gauss & verificata. n
Esercizio 1.37 Verificare il teorema di Gauss per la regione
Q= {(x,y,z) eER?: 2+ 422 <1, 220}
e il campo vettoriale
F(x,y,z) = (O,xQ,ZQ) )
Risoluzione. Ricordiamo la formula del teorema di Gauss

/didemdydz:/ (F,ne)do, (1.44)
Q o0

dove F ¢ un campo vettoriale, Q ¢ una regione di R3, 992 ¢ il suo bordo, cioe
una superficie di R3, e n, ¢ il versore normale uscente di 9. Nel caso in
esame, () ¢ la semisfera delle z non negative di centro l'origine e raggio uno e
0f) e formato dalla superficie esterna di tale semisfera, definita quindi dalle
relazioni 22 + 9% 4+ 22 = 1, z > 0 e dalla circonferenza 2 + 3? < 1 sul piano

z=0.
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Calcoliamo dapprima integrale a sinistra nella (1.44). La divergenza del

campo in esame ¢ data da
div F' = 0,0 + 0yx2 +0,2° = 2z.

Per calcolare tale integrale, utilizziamo le coordinate sferiche:

z(p,0,p) = pcos(0) sin(yp)
y(p, 0, ) = psin(0) sin(y)
2(p,0,p) = pcos(p).

Lo jacobiano di tale cambio di coordinate ¢ dato da:

cos(f) sin(yp) sin(0) sin(ep) cos(p)
J(p,0,p) = |det [ —psin(0)sin(p) pcos(f)sin(y) 0 = p*sin(p)
pcos(f)cos(p) psin(f) cos(p) —psin(p)

e la regione 2 nelle nuove coordinate ¢ descritta dalle relazioni p € [0, 1],

0 € 0,27, p € [O, %} Pertanto, I'integrale triplo cercato e dato da

1 27 z
/ div Fdxdydz = / / /2 2p cos() p* sin(p)dpdfdp
Q o Jo Jo

g
= g/o sin(2p)dy = g

Per calcolare il termine a destra nella (1.44), osserviamo che

/ (F.n)do = / (Fino1)do + / (F,n)do, (1.45)
o0 S1 S

dove n.; sono i versori normali uscenti alle superfici S;, ¢ = 1,2, superfici

definite rispettivamente da:

x2—|—y2—|—z2:1, z > 0;
P <1, z2=0.
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Parametrizziamo la superficie S§; come segue:

x(0, @) = cos(0) sin(p)
(0, 0) = { y(0,¢) =sin(@)sin(p) O e0.2n], pe [0,7]
2(0, p) = cos(yp).
La direzione normale a tale superficie ¢ quella del vettore ®5 A @, dove

e

ze(0, ) = —sin(0) sin(p)

Py(0, ) = { vo(0, ) = cos(6) sin(y)
\Z‘?(‘gv 90) =0
z,(0, @) = cos(d) cos(y)
Q,(0,¢0) = S y,(0,¢) = sin(0) cos(y)
[20(0, ) = —sin(gp).
Pertanto

i j k
Oy A O, = det | —sin(f) sin(¢) cos(f)sin(yp) 0
cos(f) cos(p)  sin(f) cos(p) —sin(y)
= (—cos() sin?(¢p), — sin(#) sin(¢), — sin(¢) cos()).
Poiché la normale alla superficie deve essere orientata verso l'esterno, il

versore normale cercato € dato da

;(COS(Q) sin?(¢), sin(#) sin? (), sin(y) cos()).

1o A Dy
(Si osservi che non e necessario calcolare esplicitamente il modulo ||®g A @, ||,
poiché do = ||®g A ®,||dOdp e pertanto tale modulo verra semplificato nel
calcolare I'integrale cercato). A tale risultato si poteva arrivare immediata-
mente osservando che il versore normale uscente da una superficie sferica e
dato in ogni punto (x,y, z) proprio dal vettore (z,y, z), eventualmente da

normalizzare. Quindi, l'integrale di superficie cercato ¢ dato da

/31 (Fine1)do = /072r /OZW(O’COSQ(H) sin®(¢), cos?(p))-
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(cos() sin® (), sin(f) sin?(¢p), sin(y) cos(y)) df dyp
/ / (0 - cos(8) sin® (i) + sin(8) cos®(0) sin* ()

+ sin(y) cos®(p)) db dyp
g 2m 1
) +27 < — —cos*(0)
0 4

:/0 sin® () dy ( — %(1053(9)

La superficie S, ¢ definita parametricamente dalle relazioni:

g ™
0 2 ‘

z(p,0) = pcos(0)
®(p,0) = Jy(p,0) = psin(0)  pe[0,1], 6 €0, 27]
z(p,0) =0

e il suo versore normale uscente n. 5 ¢ dato da (0,0, —1). Poiché (F,n.) = z

e z=0sud,, si ha

/ (F,neo)do = 0.
So

Sostituendo i due valori trovati nella (1.45) si ha
T T
(Fyneydo = —+0=—
/89 2 2
e pertanto la formula (1.44) del teorema di Gauss ¢ verificata. |

Esercizio 1.38 Verificare il teorema della divergenza in R3 per il campo

vettoriale
F = (zy,—yz,0)
e la regione

G={(z,y,2) €ER*: 2 —y <0, 2" +y"+2" <1},
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Risoluzione. Si tratta di verificare che

[[[ @i rag= [[ Fondn (1.46)
g oG

dove n ¢ il versore normale esterno al bordo 9G. Si ha div F =y —x > 0.

La regione G ¢ meta sfera che si puo parametrizzare in coordinate polari come

x = pcos¢sinf
G:<y=psin¢gsinb
2z = pcosb.

Risulta

™

1 2
///div FdQ:///psin@(sinqﬁ—cos¢)p2sin9 do df dp
g 0~ 0
1

ot

1

T ™

O/p?’d,o/sin2 6do /(sin ¢ — cos p)do =

0

ot

LE}

5

4 = S(V24+ VD) = V2

s
4

= —ig(simﬁ + cos )

Per calcolare I'integrale a sinistra della (1.46) si osservi che possiamo scrivere
0G = 8G1 U 8G2 U 8G3, dove

0G, ={0<p<1, ¢=-,0<0<n}

N G TN

0G, ={0<p<1, ¢=-m 0<0<r}
T 5
e 1 versori normali relativi sono
( 1 1 0)
ny =ng = T =y T = )
AV V2
95



ny =(z,y,2), conx®+y*+ 22 =1
Risulta

2
F-ny=F -nyg = \/§xy = §p2sin20,

F-n3 =2y — ay® = vy(z —y).

Per 0G| si ha la parametrizzazione

o= <\/—§p sin 6, gpsin 6, p cos 9> ,

2
per cui

7 j k

®p N\ g =det %isinﬁ %isinﬁ cos 0
‘/75,00059 %%COSQ —psinf

V2 V2 V2 V2
(=X, X2, 0) = o(—22 X2
(=P 50)=p(=5—50)

1 «
2
//F.nldaz// <§p2sin20> pdf dp
0

™

1

\/§ 3 . 9 \/§17r 7r\/§

= /pdp/sm@d@-TZE—ZT
0 0

e analogamente

V2
//FnldO':ZT

0G2

Per 0G3 si ha la parametrizzazione
¥ = (sin 6 cos ¢, sin @ sin ¢, cos 0) ,
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per cui

i J k
g NPy =det | cosflcos¢ cosfsing —sind
—sinfsin¢ sinfcos ¢ 0

=(sin’ f cos ¢, — sin® f sin @, sin @ cos 0)

e di conseguenza |y A z/1¢| = | sin 6| per cui

»Mc,

//F nsdo —// sin HSlngbcosgb) sin 0(cos ¢ — sin ¢)|sin 0|do do

0G3

™

o

™

- / sin* 0dp / sin ¢ cos ¢(cos ¢ — sin ¢)do

0

ENE]

1 1
= — 3(COS3 ¢ + sin® ¢) / (sin2 0 — 1 sin2(20)) e
0
27
_ z_l/smam \/_§_<E_E)\/_§_7”/_
{2 8 3 \2 8/ 3 42
0
Abbiamo allora trovato che
//F ndo = _£ _QZZ\/i
4 4 4 2 4
e la formula di Gauss (1.46) & verificata. n

Esercizio 1.39 Verificare il teorema della divergenza in R3 per il campo

vettoriale F' = (x,y,0) e la regione
G={(z,y,2) eR’: 2=2"+y*0<2<1}.

Risoluzione. Si tratta di verificare che

///dideQ://F-nda, (1.47)
g oG

97



dove n ¢ il versore normale esterno al bordo 9G. Sihadiv F =1+1=2 > 0.

La regione G ¢ un cono il cui volume & 7/3. Per il termine a sinistra si ha

///didegzgw
g

La frontiera di G puo essere suddivisa nella superficie di base 0G; e nella

allora

superficie laterale G,. D’altra parte, parametrizzata la superficie laterale di

0G5 come
x = pcost
9Gy 1 Sy = psind 0<O<2m, 0<p<1
Z=p,
si ottiene
0,x = cos 0 Opxr = —psinf
0,y = sind Opy = pcosf
apZ = 1, 892 = 0,
per cui
i ik
(g, Ogy, Opz) N (0px,0py, 0,2) =det | —psinf pcosf 0
cos 6 sinf 1
=(pcosb, psinb, —p)
e risulta
7 9 2m
F-ndo= pcos 9+psm9dpd9: pddeZ?
9Gs 00 0

Il teorema della divergenza (formula (1.47)) & percio dimostrato notando che

F' & ortogonale (e quindi non da contributo) alla superficie di base 0G;. =
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2 Equazioni alle derivate parziali del secondo

ordine

2.1 Equazioni alle derivate parziali di tipo ellittico

Esercizio 2.1 Mediante ['uso della separazione delle variabili, risolvere il

sequente problema:

Ugg + Uyy = 0 O<zx<m O<y<l1
u(z,0)=0 O<z<m
u(z,1) = 3sin(3z) O<z<m
u(0,y) =u(my) =0 0<y<Ll

Risoluzione. Si tratta di un problema di Dirichlet per 'equazione di La-

place. Il problema e ben posto. Cerchiamo una soluzione della forma:

u(z,y) = p(x)Y(y),

che sostituita nell’equazione del nostro problema ci da:

" (2)Y(y) = —p(@)Y" (y)

ovvero, separando le variabili, esiste A € R tale che

P'(x) ")

— — )\
p(x) U(y)
da cui otteniamo le equazioni ¢ + A\p =0, " — A = 0.

Sostituendo ’espressione (2.1) nelle condizioni al bordo
u(0,y) = u(m,y) =0,
otteniamo:
p(0)¢(y) = p(m)y(y) = 0 per ogni y € (0, 1),
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da cui ¢(0) = p(m) = 0. Si tratta di studiare il problema ai limiti

P+ A =0
O<z<m
(0) = ¢(m) = 0.
Per A < 0 I'unica soluzione ¢ quella nulla. Per A > 0, la soluzione generale

dell’equazione e
o(z) = asin(vVAzx) + 5 cos(V Az

e, imponendo le condizioni ai limiti,

=0 B=0
{OéSiIl(\/X?T) =0 {/\n:nQ, n € N*.
Abbiamo percid trovato, per \, = n?, n € N*,
©n(x) = ay, sin(nx).
Passiamo ora all’equazione differenziale
" +n*p = 0.
Tale equazione ha per soluzione
Un(y) = Gne"™ + Gae ",
per n > 0, per cui mettendo insieme (cambiando nome ai coefficienti)
up(z,y) = (ane”y + 5,167"?’) sin(nz) per n > 0.

Anche la loro somma verifica la stessa equazione e le stesse condizioni ai

limiti:

u(z,y) = i (cn€™ + B,e7™) sin(nz).

n=1
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La funzione u ¢ quindi dispari rispetto alla x. I dati al bordo u(z,0) = 0
e u(x,1) = 3sin(3x) sono gia dispari di periodo 2. Imponendo percio tali

condizioni

0=u(z,0)= 3 (an + B,) sin(na),
n=1
xz,1

36in(3z) = u(z, 1) = 3 (ame™ + fue=") sin(na),
n=1
da cui

Qp + =0 per ogni n
e"a, +e "G, =0 perognin#3

eSas + e 33y = 3.

Risulta quindi o, = 3, =0 per n # 3 e

B3 = —a3 a3 = 63,36_3
630{3 + 67353 =3 53 = —(Qs3.

Abbiamo allora trovato

3 3 _ :
u(z,y) = <megy pE et 3y> sin(3z)
eV —e 3 | sinh(3y) .
—3—63 — sin(3z) = B—SinhS sin(3z)

che e la soluzione del problema proposto.
Lo studente diligente puo verificare che tale u = u(x,y) risolve effettiva-

mente il problema di Cauchy—Dirichlet proposto. [

Esercizio 2.2 Mediante ['uso della separazione delle variabili, risolvere il

sequente problema:

Au=0 per p < 1
u=3sin(bd) perp=1,

1
dove u = u(p, ), Au=1up, + ~u, + —Ugy.
P p
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Risoluzione. Sitratta di un problema di Dirichlet per I’equazione di Laplace
nel cerchio unitario. Il problema ¢ ben posto. Come richiesto dal testo
dell’esercizio, lo risolviamo mediante l'uso della separazione delle variabili.
I1 problema & gia scritto rispetto alle coordinate polari e la funzione () =
3sin(59) e 2m-periodica.

Cerchiamo una soluzione dell’equazione alle derivate parziali della forma:

u(p, 19) = 90(10)1:0(19)7 (2'2>

che sostituita nell’equazione del nostro problema ci da:

(P () + %@’(ﬂ)w(ﬂ) T éwp)w"w) ~0

. p?
e moltiplicata per ——Srs
" / 1/ 19
#'0) | Ple) 0

" o) T el T o)

da cui esiste A € R tale che
2"(p) . ¢'p) ")
7o) Tele) T W) A

Abbiamo quindi ottenuto le equazioni

20"+ pp —Ap =0 rispetto alla variabile p (2.3)

"+ Xp =0 rispetto alla variabile 9. (2.4)

Tenuto conto della periodicita e della regolarita del dato al bordo si ha
(=) = 1p(m), ' (=7) = ¢/ ().
Associando tali dati ai limiti con 'equazione (2.4), si tratta percio di studiare

il problema ai limiti

'+ =0

—T<v<m
Y(—m) = ¥(r)
Y (=m) = ¢'(m).
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Tale problema ammette autosoluzioni se e solo se A = n?, n € N date da
P(9) = Z ay, cos(nd) + B, sin(nd).
n=0

Per i valori di A trovati ’equazione (2.3) diviene

2 N

PP + py’ —nPp =0, (2.5)

Tale equazione differenziale ¢ di tipo Eulero del second’ordine. Ne cerchiamo

una soluzione del tipo ¢(p) = p?, da cui sostituendo nell’equazione si ottiene
Yy =1)+y-n*=0

che ha per soluzioni v = Fn per n # 0, mentre nel caso n = 0 v = 0 come

radice doppia. L’integrale generale della (2.5) & dato da

ap" + Bip™" per n#0
p(p) =
a1+ Bilogp  per n=0.

Poiché cerchiamo soluzioni definite e limitate per p € [0, 1], deve essere () =
0, k=0, 1.
Mettendo assieme quanto trovato abbiamo percio la soluzione a variabili

separabili

1 [e.e]
u(p, ) = 500+ Z (anp" cos(n) + b,p™ sin(nd)) .
n=1

Rimane da imporre la condizione al bordo:

1 o0
3sin(5d) = u(1,9) = 540 + Z (ay, cos(nd) + b, sin(nd)) ,
n=1

da cui b5 = 3 mentre a,, = 0 per ogni n e b, = 0 per ogni n # 5. Abbiamo

quindi ottenuto la soluzione del problema:
u(p, ) = 3p°sin(59).
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Lo studente diligente puo verificare che tale u = u(p, ) risolve effettivamente

il problema di Cauchy—Dirichlet proposto. [ ]

Esercizio 2.3 Mediante l'uso della separazione delle variabili, risolvere il

sequente problema

Uy + Uyy = 0 —T<r<7m, —-TL<Yy<mw
u(—my) =u(ry) =0 —T<y<m

u(x,—m) =u(z,m) =0 —7w<z<m.

Risoluzione. Sitratta di un problema di Dirichlet per I’equazione di Laplace
con dato al bordo nullo. Il problema ¢ ben posto e, di conseguenza, la
soluzione sara identicamente nulla. D’altra parte il testo richiede 1'utilizzo
del metodo di separazione di variabili, per cui cerchiamo una soluzione della

forma:

u(z,y) = o(x)(y), (2.6)

che sostituita nell’equazione del nostro problema ci da:

" (2)0(y) = —p(@)" (y)

ovvero, separando le variabili, esiste A € R tale che

") _ v'(y)
o() V(y)

da cui otteniamo le equazioni ¢’ — Ap = 0, " + \ip = 0.

= A,
Sostituendo I’espressione (2.6) nelle condizioni al bordo u(x, —7) = u(z,7) =
0, otteniamo:

p(x)Y(—m) = ¢(x)y(r) = 0 per ogni x € (-7, ),
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da cui ¢(—7) = ¥(7) = 0. Si tratta di studiare il problema ai limiti

'+ M) =0
O<z<m
h(=m) =3(m) = 0.
Per A < 0 I'unica soluzione ¢ quella nulla. Per A > 0, la soluzione generale

dell’equazione e
U(y) = acos(VAy) + Fsin(vy)

e, imponendo le condizioni ai limiti,
a cos(vVAT) 4+ Bsin(v/Ar) = 0 acos(vAr) =0
a cos(vVAr) — Bsin(v/Ar) =0 Bsin(v/Ar) =0,

per cui sono soluzioni
1) @ = 0 e VA = n7 che implica A\, = n?, n € N*, da cui otteniamo la
soluzione ¥, (y) = (3, sin(ny);

2) f=0e VAt = 5 + nm che implica A, = (%—i—n)Q, n € N, da cui

otteniamo la soluzione ¥, (y) = a, cos ((5 +n) y).
In corrispondenza a tali autovalori A, si ha

1) nel caso \, = n?, 'equazione " — n?p = 0 ammette l'integrale generale

nr

On(x) = Y™ + 5,7

2) nel caso A\, = (% + n)Q, I'equazione ¢ — (% + n)2 ¢ = 0 ammette I'inte-

grale generale ¢, (z) = £,e("2)7 4y e (1+2)7,

Tenendo conto che la loro somma verifica la stessa equazione e le stesse

condizioni ai limiti, mettendo insieme si ha

_ - nT —nz\ _- g
u(z,y) —Z (ane + bpe )sm <2n2> +

n=0
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(cne(”*%)z + dne*(’”%)x) cos <(2n + 1)%) :

Resta solo da imporre i dati al bordo u(—m,y) = u(m,y) = 0:

ane™ + b,e ™ =0 n € N*
ap,e "™ 4+ b,e™ =0 n € N*
cne™T 4 g e=H)T = peN
cpe~ T L g eH)T = peN

da cui a,, = b,, = ¢, = d,, = 0 per cui 'unica soluzione del problema e quella

nulla, come concluso sin dall’inizio per altra via. [

Esercizio 2.4 Mediante ['uso della separazione delle variabili, risolvere il

sequente problema

gy + Yuyy =0 —nT<r<Tm, —T<Y<Tm
u(—=m,y) = u(m,y) =0 —T<y<m
u(z, —m) =u(x,m7) =sinx —7w <z <.

Risoluzione. Si tratta di un problema di Dirichlet per I’equazione di La-
place. Il problema e ben posto. Come richiesto dal testo, I'unica soluzione la
cerchiamo mediante il metodo di separazione di variabili, per cui cerchiamo

una soluzione della forma:

u(z,y) = @(x)(y), (2.7)

che sostituita nell’equazione del nostro problema ci da:

A" (x)(y) = =90 (x)y" (y)
ovvero, separando le variabili, esiste A € R tale che

'x) G W'y)
Yow — Vg T

da cui otteniamo le equazioni differenziali ¢” + 9\ = 0, ¥" — 4 ) = 0.
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Sostituendo ’espressione (2.7) nelle condizioni al bordo omogenee

U(—ﬂ', y) = U’(ﬂ-7y) = 07

otteniamo:

p(=m)(y) = p(m)(y) = 0 per ogniy € (—m,7),
da cui p(—7) = p(7) = 0. Si tratta di studiare il problema ai limiti

" +9p =0
—rn<r<m
p(—m) = p(r) = 0.
Per A < 0 I'unica soluzione ¢ quella nulla. Per A > 0, la soluzione generale

dell’equazione differenziale e
o(z) = acos(3vV/Az) + Bsin(3VAx)

e, imponendo le condizioni ai limiti,
o cos(3v/Ar) — Bsin(3v A1) = 0 acos(3v/Ar) =0
o cos(3vVAm) + Bsin(3v/Ar) =0 Bsin(3vAr) = 0,
per cui sono soluzioni

1) o = 0 e 3v/Ar = n7 che implica ), = %, n € N* da cui otteniamo la

soluzione @, (z) = B, sin(nz);

2) f=0¢e 3Vt = 5 + nm che implica A, = é(%—kn)g, n € N da cui

otteniamo la soluzione ¢, (z) = o, cos ((1 4+ n) z).
In corrispondenza a tali autovalori A, si ha

1) nel caso A, = %2, I’equazione )" — gan = 0 ammette 'integrale generale

Un(y) = 3™ + 6,675,
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2) nel caso \, = %(% —|—n)2, I'equazione " — % (% —I—n)zw = 0 ammette
I'integrale generale
Un(y) = ened Y 4 e (R,

Tenendo conto che la loro somma verifica la stessa equazione e le stesse

condizioni ai limiti, mettendo insieme si ha

u(z,y) = Z (ane%”y + bne’%”y> sin (27”%) +
n=0

(cne%(”+%)y + dne%("%)y) Cos <(2n - 1)%) :

Resta solo da imporre i dati al bordo u(z, —7) = u(x,7) = sinz:

( o]
sine = u(x,—m) = > <ane’§m + bne§m> sin(2n3 )+
n=1

<cne_%("+%)“ + dne%(’”r%)”) cos ((2n +1)%)

sinz = u(z,m) = (ane§"” + bne’%”’r> sin(2n3)+
n=1

<cne§(”+%)” + dne_g(’”%)”) cos ((2n + 1)%)

\
che equivale a

_2 2
are 3" +bes™ =1

ale%” + ble%“ =1
per ogni n # 1

a,=0b,=0
cn=d,=0 per ogni n
da cui
a)p = bl == _27T1 2.
e 3" +e3
an, =b, =0 per ogni n # 1
cn=4d,=0 per ogni n.
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L’unica soluzione del problema ¢ quindi
1

2 2\ .
u(z,y) = —5—— (esy +e 3y> sin .
e 3" +e3”

Lo studente diligente puo verificare che tale u = u(x, t) risolve effettivamente

il problema di Dirichlet proposto. [ ]

Esercizio 2.5 Sia dato il problema di Dirichlet sul cerchio unitario:
Au=-cost p<l1
(2.8)
u=10 p=1,
dove (p, V) sono le coordinate polari del piano.
Facendo uso del metodo di separazione delle variabili, trovare la soluzione

del problema.

Risoluzione. Si tratta di un problema di Dirichlet per ’equazione di Pois-
son. Il problema e ben posto.

Ricordiamo che per I’equazione omogenea associata
Aw=0, p<l,

I'integrale generale ¢ dato da

w(p,¥) = % + Z p" (@, cos(nd) + by, sin(nd)) .

n=1
Cerchiamo allora soluzioni di Au = cos della forma

o0

u(p, ) = (an(p) cos(n?) + b, (p) sin(nd)) . (2.9)

n=0
Ricordiamo inoltre che il laplaciano in coordinate polari ¢ dato dall’espres-
sione
1 1
Au = Upp + ;Up + Equ.
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Sostituendo la (2.9) in (2.8) si ha:

( 0O

>~ (a1(p) cos(nd) + V() sin(nd) + Ll () cos(md)+

n=0

LY/, (p) sin(nd) — % a, (p) cos(nd) — %5b,(p) sin(m?)) — cosd

o0

> (an(1) cos(nd?) + b, (1) sin(ndd)) = 0.

\ n=0

Tenuto conto che gli elementi dell’insieme
{cos(n??), sin(nd)},en

sono tutti linearmente indipendenti, si ottiene

" 1 7 1
ay +a; — 501 = 1

ai’t—i-%a;—’;jan—o per ogni n # 1,
b’,’L—i—%b’n—Z—;n 0 perognin €N,
an(1) =b,(1) = per ogni n € N.

Si tratta allora di studiare i problemi

p?2" +p2 —n*z2=0 (2.10)
2(1) =0 e z limitata su [0, 1], '
pQZ”—l—pz — oy = ,02 (2 11)
2(1) =0 e z limitata su [0, 1]. '

Risolviamo intanto il problema (2.10). L’equazione differenziale del problema
e lineare del second’ordine omogenea. Cerchiamo una sua soluzione della
forma z(p) = p*: sostituendo si ha a(a — 1) + @ —n? = 0, o* = n?, da cui

a = Fn.

Sia n # 0. La soluzione generale dell’equazione differenziale del problema

(2.10) ¢ data da
z(p) = c1p” +cap™
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Sia n = 0. L’equazione differenziale del problema (2.10) diviene p?z

Per essere limitata in [0, 1] deve percio essere co = 0. Da z(1) = 0 si ha
poi z(p) = 0 per ogni p, ovvero l'unica soluzione di (2.10) ¢ la soluzione

nulla.

"

+pz =
0 e, detto w = 2/, si ha pw' +w = 0, da cui w(p) = 01% e quindi
z(p) = c1log(p) + co: per essere limitata su [0, 1] deve essere ¢; = 0
ovvero z(p) = ¢y e da 2z(1) = 0, si ha ancora che l'unica soluzione &

quella nulla.

Passiamo infine al problema (2.11). L’integrale generale dell’equazione omo-

genea associata e dato (facendo uso della stessa tecnica sopra descritta)

da

Zp) = cip+cap "

Una soluzione dell’equazione differenziale non omogenea la cerchiamo della

forma z(p) = kp®, da cui si ha

ko(a — 1)p* + kap® — kp™ = p?,

da cui

a=2 a=2
ka? — k=1, k=1

L’integrale generale dell’equazione differenziale non omogenea e percio dato

da

1 1,
Z(p) c1p (&) 3p

1

Per essere limitata deve essere c; =0 e da 2(1) =c¢;+3 =0si ha ¢, = —% e

quindi =(p) = 4(p

10,2

= p).
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Abbiamo percio trovato che 'unica soluzione del problema (2.8) ¢ data da

u(p,9) = ax(p) cos(9) = 5p(p — 1) cos(®).

Lo studente diligente puo verificare che tale u = u(p, ) risolve effettivamente

il problema di Dirichlet proposto. [ ]

Esercizio 2.6 Sia dato il problema di Dirichlet sul cerchio unitario del pia-

no:

Au=x peraz?+y?<1

u=10 per x* +y? = 1.

Facendo uso del metodo di separazione delle variabili, trovare la soluzione del

problema.

Risoluzione. Si tratta di un problema di Dirichlet per 'equazione di Pois-
son. Il problema ¢ ben posto e di conseguenza ha soluzione unica.

Introduciamo le coordinate polari (p,9):

x = pcosv
0<p<l, 0<VY<2m
y = psind

e indichiamo con @(p, ) = u(pcos 9, psind?). Il problema in coordinate polari
diviene

zlpp—i-%&p—i-#ﬂw:pcosﬁ 0<p<l, 0<I<2m
(2.12)
a(1,9) =0 0<d <2

Ricordiamo che per I'equazione omogenea associata
Aw=0, p<Il,
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I'integrale generale ¢ dato da

o0

o
=5 Z (an cos(nd) + by, sin(nd)) .

Cerchiamo allora soluzioni di (2.12) della forma

[e.9]

= (an(p) cos(nd) + by(p) sin(nd)) . (2.13)

n=0
Sostituendo la (2.13) in (2.12) si ha:

o

> <a§§(p) cos(n) + bl (p) sin(nd) + %a;l(p) cos(nd)+

n=0

%b;(p) sin(nd) — Z—jan(p) cos(nv) — Z—ibn(p) sin(m?)) = pcost

i (a,(1) cos(nd) + b,(1) sin(nd?)) = 0.

\ n=0

Tenuto conto che gli elementi dell’insieme
{cos(n?}), sin(n?)}nen
sono tutti linearmente indipendenti, si ottiene

" 1 7 1 _
ay + a1 — 501 =p

a;;—kia;l— Z—jan =0 perognin#1,
b;;+%b’n—’;—§bn:0 per ogni n € N,

a,(1) =0,(1)=0 per ogni n € N,

Si tratta allora di studiare i problemi

P22 4+ p2 —n?z =0 (2.14)

2(1) =0 e z limitata su [0, 1], '
pern#1le

pzz”—l—pz —y = ,03 (2 15)

2(1) =0 e z limitata su [0, 1]. '
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Risolviamo intanto il problema (2.14). Si tratta di un’equazione differenziale
lineare del second’ordine omogenea. Cerchiamo una sua soluzione della forma

z(p) = p*: sostituendo si ha a(a —1) +a—n? =0, a® = n?, da cui a« = Fn.

Sia n # 0. La soluzione generale dell’equazione del problema (2.14) ¢ percio

data da

z2(p) = c1p™ 4+ cap™ ™.

Per essere limitata in [0, 1] deve percio essere co = 0. Da z(1) = 0 si ha
poi z(p) = 0 per ogni p, ovvero I'unica soluzione di (2.14) ¢ la soluzione

nulla.

Sia n = 0. L’equazione del problema (2.14) diviene p?z” + pz’ = 0 e, detto
w =2, si ha pw'+w =0, da cui w(p) = 01% e quindi z(p) = ¢1 log(p) +
co: per essere limitata su [0, 1] deve essere ¢; = 0 ovvero z(p) = ¢z e da

z(1) = 0, si ha ancora che 'unica soluzione ¢ quella nulla.

Passiamo infine al problema (2.15). La soluzione generale dell’equazione
omogenea associata e data (facendo uso della stessa tecnica sopra descritta)

da

Z(p) = cip+cop .

Una soluzione della non omogenea la cerchiamo della forma z(p) = kp®, da

cui si ha
ka(a = 1)p* + kap™ — kp* = p°,

ovvero

a=3 a=23
ka® — k=1, b=



e la soluzione generale ¢ data da

) 11,
Z(p) —01,0+C2p+ 37

Per essere limitata deve essere ¢; =0 e da z(1) = ¢; + % =0sihac = —1

ge

quindi 2(p) = §(p* — p).

Per il problema (2.12) abbiamo percio trovato una soluzione della forma

(2.13)

3

u(p,9) = é(/f” — p) cos(d),

per cui, ritornando alle variabili cartesiane (z,y), la soluzione del problema

di Dirichlet proposto ¢ data da

1
u(z,y) = gm(ﬁ +yP—1), (z,y) R

Lo studente diligente puo verificare che tale u = u(z, y) risolve effettivamente

il problema di Cauchy—Dirichlet proposto. [

2.2 Equazioni alle derivate parziali di tipo parabolico

Esercizio 2.7 Mediante ['uso della separazione delle variabili, risolvere il

sequente problema:

U — gy =0 O<ax<l, t>0
u(z,0) = 3sin(2rz) — 2sin(37z) 0<z <1
u(0,t) =u(l,t) =0 t>0.

Risoluzione. Si tratta di un problema di Cauchy-Dirichlet per I’equazione
del calore. Il problema ¢ ben posto per ¢ > 0 ed avra quindi una sola
soluzione.

Come previsto dal testo dell’esercizio, applichiamo il metodo di separazione
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delle variabili. Per prima cosa cerchiamo una soluzione dell’equazione del

tipo
u(z,t) = p()(t), (2.16)

da cui sostituendo nell’equazione del problema

U (t)e(x) = 9(t)e"(x) =0
e separando le variabili esiste A € R tale che

W )
o0 o -

per cui otteniamo le due equazioni ¢’ = =9\, ¢ + Ap = 0. Utilizzando poi

la (2.16) per i dati al bordo del problema si ottiene

P(0)1p(t) = p(1)y(t) =0 per ogni t >0,

¢(0) = (1) =0. (2.17)
Le soluzioni del problema ai limiti

90” +Xp=0
(0) = ¢(1) =0

possono essere non nulle se e solo se sono periodiche: cio equivale a dire che

non troveremo soluzioni per A < 0 mentre per A > 0 si ha
on(1) = Bpsin(nmz) per N\, = 7°n? n € N

In corrispondenza a tale A, per I'equazione differenziale ¢/’ = —9\,1 abbiamo

la soluzione 1, (t) = e 9Tt
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Posto a,, = a,,,, abbiamo percio trovato la famiglia di soluzioni
Up (2, 1) = ane™*" "t sin(nrz), n e N

Per linearita ¢ anche soluzione

o0

u(z,t) = Z ane " " sin(nx). (2.18)

n=1
Per concludere si tratta ora di far uso del dato iniziale: sia la soluzione che

il dato sono in serie di seni, per cui

3sin(2rz) — 2sin(37x) = u(z, 0) Z ay, sin(nmrx)

n=1
Percio as = 3, a3 = —2 e a, = 0 per ogni n # 2, 3, per cui sostituendo nella

(2.18) la soluzione del problema puo scriversi
u(z,t) = 3¢ sin(27z) — 2¢ 3" sin(3mx).

Lo studente diligente puo verificare che tale u = u(x, t) risolve effettivamente

il problema di Cauchy—Dirichlet proposto. [ ]

Esercizio 2.8 Mediante ['uso della separazione delle variabili, risolvere il

sequente problema:

U — DUgy = 0 O<x<h, t>0
w(z,0) =3+5cos(rz) 0<z<5H
Uz (0,t) =u, (5,t) =0 ¢ >0.

Risoluzione. Si tratta di un problema di Cauchy-Neumann per I’equazione
del calore. Il problema ¢ ben posto per t > 0 ed avra quindi una sola
soluzione.

Come previsto dal testo dell’esercizio, applichiamo il metodo di separazione
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delle variabili. Per prima cosa cerchiamo una soluzione dell’equazione del

tipo
u(z,t) = p(x)(t), (2.19)

da cui sostituendo nell’equazione del problema si ha

V' (t)p(z) = 5 (t)¢" (x)
e separando le variabili esiste A € R tale che

V() _ '@ _ oy

v(t)  e(x)
per cui otteniamo le due equazioni ¢ + b ) = 0, ©” + Ap = 0. Utilizzando

poi la (2.19) per i dati al bordo del problema si ottiene

' (0)y(t) = ¢'(5)¢(t) =0 per ogni t >0,

da cui

#(0) = ¢'(5) = 0. (2.20)
Le soluzioni del problema ai limiti

"+ Ap =0
¢'(0) =¢'(5) =0
possono essere non nulle se e solo se sono periodiche. Per A < 0 non vi sono

soluzioni non nulle, per A = 0 sono soluzioni tutte le costanti mentre per

A > 0 la soluzione generale per 'equazione differenziale e
o(z) = acos(VAz) + Bsin(vVAz),

da cui
@' (z) = —aVAsin(VAz) + BV cos(VAz).
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Usando i dati al bordo si ha 8 =0 ¢ —av/Asin(5v/A) = 0, da cui \, = 25

25 7

n € N*. Percio

n?m?

25

Tale soluzione include per n = 0 anche il caso A = 0. In corrispondenza a

n(x) = By cos (gnx> per \, =

tali A, per 'equazione differenziale 1 = —5\,1) abbiamo le soluzioni
V() = bpe™ 5 ¢

Abbiamo percio trovato la famiglia di soluzioni della forma (2.19)

7L27l'2 t

up(z,t) = ape” s cos(ngx), n € N.

Per linearita e anche soluzione dell’equazione alle derivate parziali
Ay | N~ _ne?, (ﬂ )
u(x,t) = — ape” 5 ‘cos|{—=nzx). 2.21
La soluzione e percio in serie di coseni rispetto alla x periodica di periodo
T = 10. Anche il dato iniziale ¢ pari e periodico di periodo 10: tale dato e
gia sviluppato in serie di coseni. Per confronto si ha quindi 4* =3, a5 =5 e

a, = 0 per ogni n # 0, 5. Sostituendo nella (2.21) si ottiene
u(z,t) = 34 5"t cos(mx)

che e la soluzione del problema proposto.
Lo studente diligente puo verificare che tale u = u(x,t) risolve effettiva-

mente il problema di Cauchy-Neumann proposto. ]

Esercizio 2.9 Mediante il metodo di separazione delle variabili, risolvere il

sequente problema:

Up — ke = 0 O<z<1, t>0ek>0 costante assegnata,

u(0,t) =u(l,t)=0 t>0
u(z,0)=z(1—2) O<x<l.
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Risoluzione. Si tratta di un problema di Cauchy-Dirichlet per I’equazione
del calore. Il problema e ben posto per ¢t > 0 ed avra quindi una sola
soluzione.

Come previsto dal testo dell’esercizio, applichiamo il metodo di separazione
delle variabili. Per prima cosa cerchiamo una soluzione dell’equazione del

tipo
u(z,t) = p(x)i(t), (2.22)

da cui sostituendo nell’equazione del problema si ha

V' (t)p(x) — ky(t)e" () =0
e separando le variabili esiste A € R tale che

() _ @

() el@)

per cui otteniamo le due equazioni ¢’ = —A\y, " = —%go. Utilizzando poi la

(2.22) per i dati al bordo del problema si ottiene

p(0)¢(t) = p(1)3(t) = 0 per ogni t >0,

©(0) = (1) = 0. (2.23)
Le soluzioni del problema ai limiti

=20 k > 0 costante assegnata
©(0) = (1) =0
possono essere non nulle se e solo se sono periodiche: cio equivale a dire che

non troveremo soluzioni per A < 0 mentre per A > 0 si ha
©n(1) = by sin(nmz) per N, = kn’z?.
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In corrispondenza a tale A\, per I'equazione differenziale ¢ =

la soluzione 1, (t) = e 7",

Abbiamo percio trovato la famiglia di soluzioni
—kn2x2¢t .
Un(z,1) = bpe ¥ ™ tsin(nrx), n e N
Per linearita ¢ anche soluzione

t) = Z bpe " ™ sin(nrz).
n=1

— A\, abbiamo

(2.24)

Per concludere si tratta ora di sviluppare il dato iniziale in serie di Fourier

di periodo 2: poiché la soluzione ¢ in serie di seni, stessa cosa dovra avvenire

per il dato. Bisognera percio estendere il dato f(zx) = x(1 — z) dispari a

[—1,1]. Per quanto riguarda il coefficiente di Fourier di sin(nmx) si ha:

+1

&

Figura 1: Grafico nel periodo del dato iniziale del problema dell’Esempio 2.9.

2 [ 5(€)sin(nmyde =2 [ (€ = ) sin(ume)d

cos (n7r£ )

9
2@—fﬂiﬁﬂﬁf+2/( —26) ) g

0
1
21— 26)8 wgomg) ! 2/0 sm(mrf) sin(nmé) Je _

: A (n)?
e (-=2)] | = 1
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Percio il dato iniziale u(z,0) = f(x) = z(1 — z) si scrive come

u(z,0) = Z W sin(nmz). (2.25)

D’altra parte dalla (2.24) si ha

u(z,0) = Z by, sin(nmzx)
n=1

40=(=D")

e per confronto si ha b,, = mmy — ber cui sostituendo nella (2.24) si ottiene

o

u(z,t) = Z We_kn%% sin(nmzx)

per cui la soluzione del problema puo scriversi

- 8 —kr2(2n4+1)%t _;
U(l',t) = Zme Sll’l((2n+ ].)’ﬂ'l’)

n=0

Esercizio 2.10 Mediante ['uso della separazione delle variabili, risolvere il

sequente problema:

U — dUpy = 0 O<z<m t>0

u(x,0) = —2x O<z<m

Uy (0,8) = uy (m,t) =0 t>0.
Risoluzione. Si tratta di un problema di Cauchy-Neumann per 1’equazione
del calore. Il problema & ben posto per ¢t > 0 ed avra quindi una sola
soluzione.
Come previsto dal testo dell’esercizio, applichiamo il metodo di separazione
delle variabili. Per prima cosa cerchiamo una soluzione dell’equazione del

tipo
u(z,t) = p(x)i(t), (2.26)
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da cui sostituendo nell’equazione del problema

V' (t)p(z) = 4p(t)¢" (x)
e separando le variabili esiste A € R tale che

v e,

vty ()
per cui otteniamo le due equazioni ¢’ + 4\) = 0, ¢” + A\ = 0. Utilizzando

poi la (2.26) per i dati al bordo del problema si ottiene

P (0)9(t) = ¢ (m)(t) = 0 per ogni t >0,

da cui

¢'(0) = ¢'(m) = 0. (2.27)
Le soluzioni del problema ai limiti
"+ Ap=0
{wﬂDzw%ﬂzO
possono essere non nulle se e solo se sono periodiche. Per A < 0 non vi sono

soluzioni non nulle, per A = 0 sono soluzioni tutte le costanti mentre per

A > 0 si ha (vedi esercizio 2.8)
on(z) = o cos(nz) per A\, =n? n e N

In corrispondenza a tale \,, per 'equazione differenziale ¢/ = —4\,,1) abbiamo
le soluzioni ¢, (t) = bpe 4"t
Abbiamo percio trovato la famiglia di soluzioni (include anche il caso

n =0)

—4

U (2, 1) = ane " cos(nz), n e N.
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Per linearita ¢ anche soluzione

Z ane """ cos(nx). (2.28)

n=0

Per concludere si tratta ora di sviluppare il dato iniziale in serie di Fourier di
periodo 27: poiché la soluzione € in serie di coseni rispetto alla x, stessa cosa
dovra avvenire per il dato. Bisognera percio estendere il dato f(z) = —2x

pari in [—m, 7]. Si ha:

= % + ; o, cos(nx),

dove o, = 2 fo ) cos(nx)dz, e nel nostro caso
9 [T 9 [T p v=r 9
= — d:— —2d:——2 :——2:—2
ap 7T/o f(z)dz 7T/o x dx 7r( x)xzo 7r( ) T,
2 [T 2 i g=m 2 [T i
ay = —/ —2z cos(nz)dr = —(—2x) sin(n) — —/ _281n(nm) dx
T Jo T n o le=0 7 J n
41 z=r 4 .
=~z eostnn)| = (FDT =)
Per confronto si ha quindi ap = %@ = -7, a, = a, = —5 (1 + (=1)"") per

cui sostituendo nella (2.28) si ottiene

= -7+ Z 7m2 1)) et cos(na)

per cui la soluzione del problema puo scriversi

= 8 _ )
u(x,t) = —m+ Z me AT cog ((2k + 1)) .
k=0
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Esercizio 2.11 Mediante ['uso della separazione delle variabili, risolvere il

sequente problema

Up — TUgy = 0 O<z<m t>0
u(z,0) =3+x O<z<m
Uy (0,8) = uy (m,t) =0 t>0.

Risoluzione. Si tratta di un problema di Cauchy-Neumann per I’equazione
del calore. Il problema ¢ ben posto per t > 0 ed avra quindi una sola
soluzione.

Come previsto dal testo dell’esercizio, applichiamo il metodo di separazione
delle variabili. Per prima cosa cerchiamo una soluzione dell’equazione del

tipo
u(z,t) = p(x)i(t), (2.29)

da cui sostituendo nell’equazione del problema

P (t)p(z) = To(t)e" (x)
e, separando le variabili, esiste A € R tale che

Vi) )

() pla)
per cui otteniamo le due equazioni ¢ + 7TAyp = 0, ©” + Ap = 0. Utilizzando

poi la (2.29) per i dati al bordo del problema si ottiene

@' (0)y(t) = ¢'(m)y(t) = 0 per ogni ¢ > 0,

¢'(0) = ¢(m) =0. (2.30)
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Le soluzioni del problema ai limiti

"+ Ap=0
¢'(0) =¢'(m) =0

possono essere non nulle se e solo se sono periodiche. Per A < 0 non vi sono
soluzioni non nulle, per A = 0 sono soluzioni tutte le costanti mentre per

A > 0si ha
pl(x) = acos(VAz) + Fsin(VAz),
da cui
¢ (2) = —aVAsin(VAz) + BV A cos(VAz).

Usando i dati al bordo si ha 3 = 0 e —ay/Asin(mv/A) = 0, da cui A, = n?

Percio
on(1) = ay, cos(nz) per A\, = n’

Tale soluzione include per n = 0 anche il caso A = 0. In corrispondenza a

tali A, per 'equazione differenziale v)' = —7\,,1) abbiamo le soluzioni
(1) = bpe” ™,

Abbiamo percio trovato la famiglia di soluzioni dell’equazione alle derivate

parziali della forma (2.29)

=7

U (1) = ane ™" cos(nz), n € N.

Per linearita e anche soluzione dell’equazione

o0

u(z,t) = Z ane” ™ cos(nz). (2.31)

n=0
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Per concludere si tratta ora di sviluppare il dato iniziale in serie di Fourier
di periodo 27: poiché la soluzione ¢ in serie di coseni rispetto alla x, stessa
cosa dovra avvenire per il dato. Dobbiamo percio sviluppare f(z) = z pari

in [—m,xl:
flz) = % + g o, cos(nx),

dove a,, = 2 [ f(z) cos(nx)dz e nel nostro caso

aoz%/wa(x)dx:%/oﬂxdx:%(ﬁ)

T=T

=0

9 (7 2 s p=r 9 [T
ap :—/ x cos(nzx)dr = —xw - —/ sm(na:)dx =
7 Jo T n le=0 7 Jg n
21 z=m 2
i — 2~ =),
—geos(nz)] = ((=1)" —1)
Per confronto si ha quindi ag = 34+ a9 =7, a, = o, = —5 (1 + (—1)"*') per

cui sostituendo nella (2.31) si ottiene
oo 2 )
t)=3 — ((-1)"=1)e ™
u(z,t) + 7+ ;:1 — ((—1) )e cos(nx)

che puo scriversi nella forma
_ - —4 —7(2k+1)%t
u(z,t) = 3+7r—|—kz:0me cos ((2k + 1)x) .

Tale u = u(x,t) & I'unica soluzione del problema proposto. [ |

Esercizio 2.12 Mediante ['uso della separazione delle vartabili, risolvere il

sequente problema

Up — OUgy = 0 O<z<m t2>0
u(0,t) =u(m,t) =0 t>0
w(z,0) =z +sinz 0<z<m.
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Risoluzione. Si tratta di un problema di Cauchy-Dirichlet per I’equazione
del calore. Il problema e ben posto per ¢t > 0 ed avra quindi una sola
soluzione.

Come previsto dal testo dell’esercizio, applichiamo il metodo di separazione
delle variabili. Per prima cosa cerchiamo una soluzione dell’equazione del

tipo
u(z,t) = p(x)(t), (2.32)

da cui sostituendo nell’equazione del problema

V' (t)p(z) = 5¥(t)¢"(x) =0
e separando le variabili esiste A € R tale che

v @)

vt) elx)
per cui otteniamo le due equazioni ¢’ = =5\, ¢ + Ap = 0. Utilizzando poi

la (2.32) per i dati al bordo del problema si ottiene

p(0)¢(t) = (m)(t) =0 per ogni t >0,

2(0) = () = 0, (2.33)
Le soluzioni del problema ai limiti

"+ Ap =0
©(0) = (1) =0
possono essere non nulle se e solo se sono periodiche: cio equivale a dire che

non troveremo soluzioni per A < 0 mentre per A > 0 si ha

on(x) = Bpsin(nx) per A\, =n? n € N*.
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In corrispondenza a tale \,, per 'equazione differenziale ¢/ = —5\,,1) abbiamo

la soluzione 1, (t) = e~ 5",

Abbiamo percio trovato la famiglia di soluzioni della forma (2.32)
Up(,t) = ane " sin(nz), n e N*.

Per linearita ¢ anche soluzione dell’equazione alle derivate parziali

u(z,t) = Z ane” " sin(nz). (2.34)
n=1

Per concludere si tratta ora di sviluppare il dato iniziale in serie di Fourier di
periodo 27: poiché la soluzione e in serie di seni, stessa cosa dovra avvenire
per il dato. Poiché sinx gia lo ¢, si tratta di sviluppare f(x) = = dispari a

[—7, 7] in serie di Fourier,

oo
= Z a, sin(nx).
n=1

2 [

Si ha

/ i SlIl Tl.ZC =
0

N o >1Il\3

( cos(nx ) / cos(n

—x - +

7r n 0
2 2 sin(n x)

— —(=1)" — 1 n+1
n< Itz n?  la=0 n( )

Utilizzando percio lo sviluppo appena calcolato nella condizione iniziale,

u(z,0) =sinz + Z ay, sin(nx),

n=1
sihaa, =1+2=3, a, = %(—1)’”rl per n > 2, per cui sostituendo nella

(2.34) la soluzione del problema puo scriversi

u(z,t) = 3e ' sin(x) + Z 1)"* sin(n).
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Esercizio 2.13 Risolvere il sequente problema:
U — Uy = € tsine O<az<m, t>0,

(2.35)

Risoluzione. Si tratta di un problema di Cauchy—Dirichlet relativo ad un’e-
quazione parabolica lineare.
Il problema ¢ ben posto ed avra quindi una sola soluzione. Per determinarla,

ricordiamo che il problema di Dirichlet relativo all’equazione del calore,

Wy — Way = 0 O<z<m t>0
w(0,t) =w(mt)=0 t>0

ha tutte le sue soluzioni date da

Z cne” " sin(nx).

Cercheremo percio soluzioni del problema (2.35) della forma

Z b, (t) sin(nx)

In tal modo i dati al bordo u(0,t) = u(m,t) = 0 sono gia verificati. Inoltre,
poiché u(x,0) = 0, deve essere b,(0) = 0 per ogni n. In piu, sostituendo

I'espressione di u(z,t) in serie nell’equazione di (2.35), si ottiene

Z (b, (t) + by, (1)) sin(nz) = € sin(z),

=1

3

da cui si ricavano i seguenti problemi di Cauchy:

b, +n?b, =0
b (0) = 0
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per ogni n # 1,

bll +b; = et

Si ha b,(t) = 0 per ogni n # 1 e by(t) = te™*. La soluzione del problema
(2.35) e data percio da

u(x,t) = by (t)sinz = te 'sinz.

Lo studente diligente puo verificare che tale u = u(x, t) risolve effettivamente

il problema di Cauchy-Dirichlet proposto. [ ]

Esercizio 2.14 Risolvere il sequente problema:
Up — Uy = Sin(x) O<zx<m t>0
2.36
u(0,t) =u(mt)=0 t>0 (2:36)
u(z,0)=0 0<z<m.

Risoluzione. Si tratta di un problema di Cauchy—Dirichlet relativo ad un’e-
quazione parabolica lineare.
Il problema ¢ ben posto ed avra quindi una sola soluzione. Per determinarla,

ricordiamo che il problema di Dirichlet relativo all’equazione del calore,

Wy — Wy = 0 O<z<m t>0
w(0,t)=w(m,t)=0 t>0

ha tutte le sue soluzioni date da

Z Psin(nx).

n=1

Cercheremo soluzioni del nostro problema (2.36) della forma

Z b, (t) sin(nx)
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In tal modo i dati al bordo u(0,t) = u(w,t) = 0 saranno automaticamente
verificati. Inoltre, poiché u(x,0) = 0, deve essere b,(0) = 0 per ogni n. In

pit, sostituendo 'espressione di u(x,t) in serie nell’equazione data, si ottiene

[e.9]

Z (b, (t) + n°b,(t)) sin(nz) = sin(x),

n=1

da cui si ricavano i seguenti problemi di Cauchy:
b, +n%, =0
b,(0) =0

per ogni n # 1,

bi+b=1

Per il primo dei due (n # 1) la soluzione generale dell’equazione ¢ data da
by(t) = ke™™t, per cui 0 = b, (0) = k e l'unica soluzione & by (t) = 0. Per il
secondo, invece, una soluzione particolare dell’equazione ¢ by = 1, per cui la
soluzione generale & by(t) = 1+ ke™*. Da b;(0) =0, si ha 1+ k = 0, da cui

bi(t) =1 —e'. La soluzione del problema proposto ¢ dato percio da
u(z,t) = (1 —e")sinz.

Lo studente diligente puo verificare che tale u = u(x, t) risolve effettivamente

il problema di Cauchy—Dirichlet proposto. [

2.3 Equazioni alle derivate parziali di tipo iperbolico

Esercizio 2.15 Si verifichi che il problema
utt_u:c:c:()7 $€R,t>0
u(z, ) = /2 cos(x)
D u(wa) + Sula.x) = ola)
—u(x —u(x,r) =
oxr ot i

non e ben posto. Si trovi per quali ¢ esistono soluzioni e determinarle.
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Risoluzione. Si tratta di un problema di Cauchy per ’equazione delle onde.
Sono curve caratteristiche x = Ft + k, k € R per cui il dato e caratteristico
e non e percio garantita la buona positura.

Eseguiamo il cambio di variabili

r+t=¢ z =&
x—t=mn t:%

e indichiamo con w la soluzione rispetto alle nuove variabili, u(z,t) = w(&,n).
Allora il problema proposto diviene
Wey = 0
w(é,0) = v/2cos (5) (2.37)
we(€,0) = 59 (5).

L’integrale generale dell’equazione wg, = 0 ¢ dato da

w(&,n) = a(§) +b(n), (2.38)

con a,b € C' generiche funzioni con b(0) = 0. Dalla (2.38) si ottiene
we(€,m) = d(€), per cui le condizioni iniziali del problema (2.37) danno
luogo alle relazioni

a(€) = v/2cos (%)

(&) = 3¢ (3)
dalle quali si deduce (v/2cos (%))/ = 1¢(&) e derivando

(€) = —v2sin (g) |

(2.39)

Riassumendo,

a) se (&) = —v2sin (§), allora dalla (2.38)

w(€,n) =V2cos (g) +b(n) con b(0) =0,
per cui, al variare di b = b(n), vi sono infinite soluzioni;
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b) se p(£) # —v/2sin (%), non vi sono soluzioni.

In entrambi i casi il problema non e ben posto, in quanto manca unicita,
esistenza o dipendenza continua dai dati.
Nel caso a) per determinare le soluzioni bastera ora ritornare alle variabili

(x,t) ottenendo

u(z,t) = V2 cos (xTH) +b(x —t), beC con b(0)=0.

Esercizio 2.16 Si determini l'integrale generale dell’equazione
Uy — gy = c*cos(t), c€R. (2.40)

Risoluzione. Ricordiamo che l'integrale generale dell’equazione delle onde

omogenea
Uy — gy = 0

e data da
v(z,t) = ¢z + ct) + Y(x — ct)

con ¢, 1 : R — R funzioni generiche di classe C?.
Si osservi ora che una soluzione particolare di (2.40) ¢ data da u(z,t) =

—c? cos(t): lintegrale generale ¢ percid dato da
u(z,t) = p(x + ct) + P(x — ct) — ¢ cost,

con ¢, 1 : R — R funzioni generiche di classe C?. ]
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Esercizio 2.17 Risolvere il sequente problema:

/

Upp — Upy = 0 O<z<m t>0
u(z,0) =3sin(2z) +sin(bz) O0<z <7

ug (x,0) = 2sin(x) O<z<m

(u(0,?) =u(mt)=0 t>0.

Risoluzione. Si tratta del problema della corda vibrante con dato di Di-
richlet al bordo. Il problema e ben posto. L’unica soluzione la possiamo
cercare con il metodo di riflessione relativo al problema della corda vibrante

ad estremi fissi, ovvero utilizzando la formula di d’Alembert: dette

{h(x) = 3sin(2z) + sin(bz)
2sin(z),

dispari e 2m-periodiche, la soluzione cercata ¢ data da

(h(z+t)+h(z—1t)) + % /xt k(T)dr

~+

u(z,t) =

8

I

(3sin(2(z +t)) + sin(5(z + 1))+
sin(2(z — t)) + sin(5(z — t))) + % /x (s

(sin(2(z +1t)) +sin(2(z — )+

N =D W N N

(sin(5(z +¢)) + sin(5(z — t))) — cos(z + t) + cos(z — t).

Lo studente diligente puo verificare che tale u = u(x, t) risolve effettivamente

il problema di Cauchy-Dirichlet proposto. [ ]
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Esercizio 2.18 Risolvere il sequente problema:

utt—um:O 0<$<1,t>0
u(z,0)=1 0<z<l
ug (x,0) = sin(7x) 0<z<l1

ug (0,t) =u, (1,¢) =0 ¢>0.
Risoluzione. Si tratta del problema della corda vibrante con dato di Neu-

mann agli estremi. Il problema e ben posto. L’unica soluzione la cerchiamo

per separazione di variabili. Cerchiamo una soluzione della forma:

u(z,t) = p(x)e(t), (2.41)

che sostituita nell’equazione del nostro problema ci da:

p(x)p"(t) = @"(@)v(t)
ovvero, separando le variabili, esiste A € R tale che

Vi) _ ') _

w(t) ()
da cui otteniamo le equazioni ¢” + Ap = 0, " + \ip = 0.

Sostituendo 'espressione (2.41) nelle condizioni al bordo otteniamo:

@' (0)¥(t) = ¢'(1)1(t) = 0 per ogni ¢,
da cui ¢'(0) = ¢'(1) = 0. Si tratta percio di studiare il problema ai limiti

O+ Ap=0
0<z<l1
¥'(0) = ¢'(1) = 0.
Per A < 0 I'unica soluzione ¢ quella nulla. Per A = 0 si trova che sono solu-
zioni tutte le costanti. Infine, per A > 0, l'integrale generale dell’equazione

o(z) = asin(VAz) + 8 cos(VAz)
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da cui
¢'(2) = avAcos(VAz) — BV Asin(VAz)

e, imponendo le condizioni ai limiti,

a=20 a=0
—BvVAsin(v/A) = 0, A\, = 0%, n e N*.
Tutte le soluzioni del problema sono percio
on(1) = B, cos(nmx).

Abbiamo percio trovato, per A\, = w?n% n € N (include anche il caso

particolare n = 0),
on(x) = B, cos(nmx).

Passiamo ora all’equazione 9" + \i) = 0, ovvero
"+ w*n = 0.

Tale equazione ha per soluzione
Yn(t) = &, cos(nmt) + B, sin(nrt),

per n # 0 mentre per n = 0 sono soluzioni tutte le funzioni lineari, ¥ (t) =

a + [t per cui mettendo insieme,

(2.1) (au, cos(nmt) + B, sin(nwt)) cos(nma) per n # 0
Up\T, 1) =
o+ [t per n = 0.
Anche la loro somma verifica la stessa equazione e le stesse condizioni ai
limiti:
u(z,t) = a+ Ot + Z (o, cos(nmt) + [y, sin(nmt)) cos(nmz).

n=1
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La funzione u ¢ quindi par: rispetto alla x. Risulta poi

=03+ Z —nmay, sin(nrt) + nwf, cos(nmt)) cos(nmx).

1l dato iniziale f(x) = sin(7z), una volta estesa la funzione pari 2-periodica,

diviene f(z) = |sin(mz)|. Si tratta di svilupparla con Fourier,

f(§) = % + Zan cos(nmf)
n=1
calcolando i coeflicienti
1
a, = 2/ sin(m&) cos(nmw&)d¢.
0
Integrando due volte per parti si ha
/sin(ﬂf) cos(nm&)dé =
- %cos(wﬁ) cos(nwé) —n / cos(m&) sin(nmw)d§ =
1 cos(m€) cos(nmwf) — L sin(7€) sin(nwé) 4+ n? / sin(m¢) cos(nmwé)dE.
s T
Percio, per n = 1, si ha
1 1
a; = 2/ sin(mé) cos(w&)dE = | sin(2n€)dE = 0,
0 0

mentre per n # 1 risulta

“ :%nzl_ : (cos(€) cos(nm) + nsin(w€) sin(nw§)) (1) =
5 1 . B ) (_1)n+1 -1
e

Abbiamo allora trovato

= - —|— Z ~—————— cos(nnf).



Imponendo le condizioni iniziali

1 =u(z,0) =a+ > «a,cos(nrx),

n=1
2+§2(—1)”+1—1 (nz) (,0) 5+§: 5, cos(nmz)
2 ———~———cos(nmz) = u(z,0) = nr B3, cos(nrr).
4 n=2 T TL2 —1 n n=1

siottiene @ = 1 e o, = 0 per ogni n > 1 dalla prima riga mentre dalla seconda

— _214CED"

si ricava (§ = %, p1=0ennB, =—==-—— per ogni n > 2. Abbiamo allora

trovato

[e.o]

2 214 (-1)"
u(z,t) =1+ ;t - Z gy B sin(nwt) cos(nmx) =
2

2 = 2 2 ,
1 + ;t — ; Pm Sln(2]€7rt) COS(Z]CW.T)
che ¢ la soluzione del problema proposto. [ ]

Esercizio 2.19 Mediante il metodo di separazione delle variabili, risolvere

il sequente problema:

Upp — Uy = 0 O<z<m t>0
u (x,0) = cos(2x) O<z<m
ug (x,0) = cos(2x) O<z<m

uz (0,t) =u, (m,t) =0 ¢>0.

Risoluzione. Si tratta del problema della corda vibrante con dato di Neu-
mann agli estremi. Il problema e ben posto. Cerchiamo una soluzione della

forma:
u(z,t) = p(x)i(t), (2.42)
che sostituita nell’equazione del nostro problema ci da:

()" (t) = " (2)y(t)
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ovvero, separando le variabili, esiste A € R tale che

V) e

v(t) ()
da cui otteniamo le equazioni " + Ap = 0, " + A\ = 0.

Sostituendo 'espressione (2.42) nelle condizioni al bordo otteniamo:
' (0)p(t) = ¢'(m)3(t) = 0 per ogni t,
da cui ¢'(0) = ¢/(7w) = 0. Si tratta di studiare il problema ai limiti

"+ Ap=0
O<zx<m
¥'(0) = ¢'(m) = 0.
Per A < 0 I'unica soluzione e quella nulla. Per A = 0 si trova che sono solu-
zioni tutte le costanti. Infine, per A > 0, la soluzione generale dell’equazione

o(z) = asin(vVAz) + 5 cos(VAz)
da cui
¢'(2) = avAcos(VAz) — BV Asin(VAz)

e, imponendo le condizioni ai limiti,

a=20 a=0
—BvAsin(v/Ar) =0 A, =n? neN.
Tutte le soluzioni del problema sono percio
©n(1) = B, cos(nzx).

Abbiamo percid trovato, per A, = n% n € N (include anche il caso particolare

n =0),
on(z) = B, cos(nz).
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Passiamo ora all’equazione " + \i) = 0, ovvero
" +n*p = 0.

Tale equazione ha per soluzione
Yn(t) = &y, cos(nt) + B, sin(nt),

per n # 0 mentre per n = 0 sono soluzioni tutte le funzioni lineari, 1y(t) =

a + [t per cui mettendo insieme,

(2.4) = (o, cos(nt) + By, sin(nt)) cos(nz) per n # 0
ol )= o+ [t per n = 0.

Anche la loro somma verifica la stessa equazione e le stesse condizioni ai
limiti:

u(z,t) = o+ Gt + Z (o, cos(nt) + [y, sin(nt)) cos(nz).

n=1

La funzione u e quindi pari rispetto alla x. Risulta poi
=p[+ Z —nay, sin(nt) + nf, cos(nt)) cos(nz).

Il dato iniziale e gia pari 27-periodico. Imponendo percio le condizioni iniziali

cos(2z) = u(z,0) = o + i o, cos(nx),

n=1

cos(2x) = uy(x,0) = B+ > nf, cos(nx).
n=1

si ottiene =0, a =0¢e ay = 1, ﬁgzlmentrean—o B, = 0 per ogni

n # 2. Abbiamo allora trovato
1
u(z,t) = cos(2t) cos(2z) + 5 sin(2t) cos(2x)

che ¢ la soluzione del problema proposto.
Lo studente diligente puo verificare che tale u = u(x,t) risolve effettiva-

mente il problema di Cauchy—Neumann proposto. ]
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Esercizio 2.20 Mediante ['uso della separazione delle variabili, risolvere il
sequente problema:

utt—4um:0 O<I‘<2, t>0

u(z,0) =2sin(rz) 0<zx<2

up (2,0) =sin(2mz) 0<zx <2

w(0,t) =u(2,t)=0 t>0.
Risoluzione. Si tratta del problema della corda vibrante con dato di Diri-
chlet agli estremi. Il problema ¢ ben posto. Cerchiamo una soluzione della

forma:

u(z,t) = p()(t), (2.43)

che sostituita nell’equazione del nostro problema ci da:

p(x)p"(t) = 49" (@)(t)
ovvero, separando le variabili, esiste A € R tale che

v e,

U(t) p()
da cui otteniamo le equazioni ¢” + Ap = 0, ¥” + 4\p = 0.

Sostituendo 'espressione (2.43) nelle condizioni al bordo otteniamo:

p(0)Y(t) = p(2)¥(t) = 0 per ogni ¢,
da cui p(0) = p(2) = 0. Si tratta di studiare il problema ai limiti

¢+ Ap=0
0<z <2
p(0) = ¢(2) = 0.
Per A < 0 l'unica soluzione ¢ quella nulla. Per A > 0, la soluzione generale

dell’equazione e
o(z) = asin(VAz) + 8 cos(VAz)

142



e, imponendo le condizioni ai limiti,

p=0 p=0
asin(2v/\) =0, An = ”24”2, n € N*.
Tutte le soluzioni del problema sono percio
on(x) = @y, sin(ngq;).

Abbiamo percio trovato, per \, = %, n € N*,

on(x) = ay Sin(ngaj).

Passiamo ora all’equazione 9" + 4\i) = 0, ovvero
"+ n*r*p = 0.

Tale equazione ha per soluzione
Un(t) = d, cos(mnt) + B, sin(rnt),

per n > 0, per cui mettendo insieme, per n > 0,
un(x,t) = (ay, cos(mnt) + [, sin(mnt)) sin <gnaz> :

Anche la loro somma verifica la stessa equazione e le stesse condizioni ai

limiti:
- . . m
u(z,t) = Z (v, cos(mnt) + B, sin(mnt)) sin <§nx> :
n=1

Risulta poi

oo

. (T
Z —nmay, sin (mnt) + nw cos (7nt)) sin <§nm) .

n=1
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La funzione u ¢ quindi dispar: rispetto alla x. Il dato iniziale e gia dispari

4-periodico. Imponendo percio le condizioni iniziali
o0
2sin(rz) = u(z,0) = Y oy sin (Inz)
n=1

sin(2mz) = w,(z,0) = > 7nf,sin (Inz),
n=1

si ottiene o = 2, (B = ﬁ mentre «,, = 0 per ogni n # 2, 3, = 0 per ogni
n # 4. Abbiamo allora trovato

1
u(z,t) = 2 cos(2mt) sin(mwx) + in sin(47t) sin(27z)

che ¢ la soluzione del problema proposto.
Lo studente diligente puo verificare che tale u = u(z,t) risolve effettiva-

mente il problema di Cauchy-Dirichlet proposto. ]

Esercizio 2.21 Mediante ['uso della separazione delle variabili, risolvere il

sequente problema:

U — Ugy = 0 O<z<m t>0
u(x,0) = 2cos(2x) O<z<m
ug (z,0) =2 O<z<m

uz (0,t) = u, (m,t) =0 ¢>0.

Risoluzione. Si tratta del problema della corda vibrante con dato di Neu-
mann agli estremi. Il problema e ben posto. Cerchiamo una soluzione della

forma:

u(z,t) = p(z)e(t), (2.44)
che sostituita nell’equazione del nostro problema ci da:

p(x)y"(t) = ¢"(2)¥(t)
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ovvero, separando le variabili, esiste A € R tale che

V) e

v(t) ()
da cui otteniamo le equazioni " + Ap = 0, " + A\ = 0.

Sostituendo 'espressione (2.44) nelle condizioni al bordo otteniamo:
' (0)p(t) = ¢'(m)3(t) = 0 per ogni t,
da cui ¢'(0) = ¢/(7w) = 0. Si tratta di studiare il problema ai limiti

"+ Ap=0
O<zx<m
¥'(0) = ¢'(m) = 0.
Per A < 0 I'unica soluzione e quella nulla. Per A = 0 si trova che sono solu-
zioni tutte le costanti. Infine, per A > 0, la soluzione generale dell’equazione

o(z) = asin(vVAz) + 5 cos(VAz)
da cui
¢'(2) = avAcos(VAz) — BV Asin(VAz)

e, imponendo le condizioni ai limiti,

a=20 a=0
—BvAsin(v/Ar) =0 A, =n? neN.
Tutte le soluzioni del problema sono percio
©n(1) = B, cos(nzx).

Abbiamo percid trovato, per A, = n% n € N (include anche il caso particolare

n =0),
on(z) = B, cos(nz).
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Passiamo ora all’equazione " + \i) = 0, ovvero
" +n*Yp = 0.

Tale equazione per n # 0 ha per soluzione
Un(t) = Gy, cos(nt) + B, sin(nt),

mentre per n = 0 sono soluzioni tutte le funzioni lineari, ¥y(t) = « + [t per
cui mettendo insieme,

(5, ) = {(an cos(nt) + [, sin(nt)) cos(nx) per n # 0

a+ Bt per n = 0.

Anche la loro somma verifica la stessa equazione e le stesse condizioni ai
limiti:

u(z,t) = a+ Ot + Z (o, cos(nt) + [y, sin(nt)) cos(nz).

n=1

La funzione u ¢ quindi par: rispetto alla x. Risulta poi
=[+ Z —nay, sin(nt) + nf, cos(nt)) cos(nz).

Il dato iniziale e gia pari 27-periodico. Imponendo percio le condizioni iniziali

2cos(2z) = u(z,0) = a+ > a, cos(nz),

n=1

2 =w(z,0) =0+ i nf, cos(nx)
n=1

si ottiene =2, a = 0 e ag = 2, mentre «,, = 0 per ogni n # 2, 3, = 0 per

ogni n > 1. Abbiamo allora trovato
u(z,t) = 2t + 2 cos(2t) cos(2x)

che ¢ la soluzione del problema proposto.
Lo studente diligente puo verificare che tale u = u(z,t) risolve effettiva-

mente il problema di Cauchy—Neumann proposto. ]
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Esercizio 2.22 Mediante ['uso della separazione delle variabili, risolvere il

sequente problema:

Upp — Ny =0 O<z<m t>0
u(z,0) =0 O<z<m
u(x,0) = sin(2z) O<z<m

u(0,t) =u(m,t)=0 t>0.

Risoluzione. Si tratta del problema della corda vibrante con dato di Di-
richlet agli estremi. Il problema ¢ ben posto. Cerchiamo una soluzione

dell’equazione della forma:

u(z,t) = e(z)Y(t), (2.45)

che sostituita nell’equazione del nostro problema ci da:

p(z)p"(t) = 9" (x)¥(t)
ovvero, separando le variabili, esiste A € R tale che

V@

(1) ()

da cui otteniamo le equazioni ¢” + %gp =0,¢"+ M =0.

Sostituendo 'espressione (2.45) nelle condizioni al bordo otteniamo:

P(0)1(t) = p(m)y(t) = 0 per ogni ¢,

da cui ¢(0) = p(r) = 0. Si tratta percio di studiare il problema ai limiti

A
PG =0
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Per A < 0 l'unica soluzione ¢ quella nulla. Per A > 0, la soluzione generale

dell’equazione e

o(x) = asin <§I> + [ cos <§x>

e, imponendo le condizioni ai limiti,

6=0 B=0
asin(ﬁg) =0 A\, =9n? n e N~

Tutte le soluzioni del problema sono percio
on(T) = @, sin(nx).
Abbiamo quindi trovato, per )\, = 9n?, n € N*,
on(T) = vy, sin(nx). (2.46)
Passiamo ora all’equazione 9" + \i) = 0, ovvero
" 4+ 9n*p = 0.
Tale equazione ha per soluzione
Yn(t) = &, cos(3nt) + B, sin(3nt) (2.47)

per n > 0, per cui mettendo insieme la (2.46) e la (2.47) si ottengono le

soluzioni della forma (2.45)
un(x,t) = (ay, cos(3nt) + [, sin(3nt)) sin(nx).

Anche la loro somma verifica la stessa equazione e le stesse condizioni ai

limiti:
Z a, cos(3nt) + [, sin(3nt)) sin(nx).
n=1
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Risulta poi

Z —3nay, sin (3nt) + 3nG, cos (3nt)) sin(nz).

n=1
La funzione w ¢ quindi dispari rispetto alla x. Il dato iniziale ¢ gia dispari

2m-periodico. Imponendo percio le condizioni iniziali

0=u(x,0)= Z:: ay, sin(nx),

sin(2x) = uy(x,0) = io: 3n By, sin(nz),

n=1

si ottiene [y = % mentre «,, = 0 per ogni n > 1, 3, = 0 per ogni n # 2.

Abbiamo allora trovato
1. )
u(z,t) = 6 sin(6t) sin(2x)

che ¢ I'unica soluzione del problema proposto.
Lo studente diligente puo verificare che tale u = u(z,t) risolve effettiva-

mente il problema di Cauchy-Dirichlet proposto. ]

Esercizio 2.23 Mediante ['uso della separazione delle variabili, risolvere il

sequente problema:

utt_5uat$:0 0<l’<3, t>0
u(x,0) =3 0<x<3
u(z,0) =4cos (3mz) O<a<3
ug (0,8) =u, (3,t) =0 t>0.
Risoluzione. Si tratta del problema della corda vibrante con dato di Neu-

mann agli estremi. Il problema & ben posto. Cerchiamo una soluzione

dell’equazione della forma:

u(z,t) = e(x)Y(t), (2.48)
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che sostituita nell’equazione del nostro problema ci da:

p(a)y"(t) = 5¢" (x)¥(t)
ovvero, separando le variabili, esiste A € R tale che

V) @)

w(t) p(z)
da cui otteniamo le equazioni ¢” + Ap = 0, " + 5 p = 0.

Sostituendo 'espressione (2.48) nelle condizioni al bordo otteniamo:

@' (0)¥(t) = ¢'(3)1(t) = 0 per ogni ¢,
da cui ¢'(0) = ¢'(3) = 0. Si tratta di studiare il problema ai limiti
'+ Ap=0
O<z<m
¢'(0) =¢'(3) = 0.
Per A < 0 I'unica soluzione e quella nulla. Per A = 0 si trova che sono solu-
zioni tutte le costanti. Infine, per A > 0, la soluzione generale dell’equazione
e
o(z) = asin(vVAz) + 8 cos(VAz)
da cui

¢'(x) = aVAcos(VAz) — BV A sin(VAx)

e, imponendo le condizioni ai limiti,

a=10 a=0
—BvAsin(3v/A) =0 An = %27r2, n € N*.

Tutte le soluzioni del problema sono in questo caso percio
on(1) = B, cos (n%x) :
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Abbiamo trovato, per A, —27T2 n € N (include anche il caso particolare
p

n=0),
on(z) = [, cos (n%x) :

Passiamo ora all’equazione ¥" 4+ 5\ i) = 0, ovvero
"+ 7r n2y = 0.

Tale equazione ha per soluzione

U (t) = &, cos (%\/gnt> + (3, sin (%\/gnt> ,

per n # 0 mentre per n = 0 sono soluzioni tutte le funzioni lineari, 1y(t) =
a + [t per cui mettendo insieme, otteniamo per 'equazione alle derivate

parziali le seguenti soluzioni della forma (2.48)
(2.1) (an cos (7“[ ) + (3, sin (’”f t)) COoS (n%x) pern # 0
Up(z,t) =
a+ [t per n = 0.

Anche la loro somma verifica la stessa equazione e le stesse condizioni ai

limiti:

u(z,t) = oz+ﬁt+z (&n cos (WT\/gnt> + (B, sin <%gnt>> cos (n%x) .

n=1

La funzione u ¢ quindi par: rispetto alla x. Risulta poi

w(z, t) = B—I—Z (—n%\/gan sin (%nt) L—ﬁn (#nt)) cos <ngx> )

Il dato iniziale ¢ gia pari 6-periodico. Imponendo percio le condizioni iniziali
o
3=u(z,0) =a+ ) a,cos(nx)

n=1

4cos (3mx) = wy(x,0) = 3+ i ‘/?gwnﬁn cos (nfx)
n=1
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si ottiene =0, a =3 e [Py = %g’ mentre a,, = 0 per ognin > 1, 3, =0

per ogni n # 2. Abbiamo allora trovato
u(z,t) =3+ 6v'5 sin QEt cos (227:)
5w 3 3

che ¢ la soluzione del problema proposto.

Lo studente diligente puo verificare che tale u = u(z,t) risolve effettiva-

mente il problema di Cauchy—Neumann proposto. ]

Esercizio 2.24 Mediante ['uso della separazione delle variabili, risolvere il

sequente problema:

Uy — QUpye = 0 O<z<m t>0
u(z,0) =0, O<z<m
ui(z,0) = 2sin(x) +sin(2x) 0<z <7

u(0,t) =u(mt)=0 t>0.

Risoluzione. Si tratta del problema della corda vibrante con dato di Di-
richlet agli estremi. Il problema ¢ ben posto. Cerchiamo una soluzione

dell’equazione della forma:

u(z,t) = p(x)e(t), (2.49)

che sostituita nell’equazione del nostro problema ci da:

p(z)p"(t) = 49" (@)0(t)
ovvero, separando le variabili, esiste A € R tale che

OO

(1) ()

da cui otteniamo le equazioni ¢” + 3¢ = 0, ¢ + \p = 0.
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Sostituendo 'espressione (2.49) nelle condizioni al bordo otteniamo:

p(0)¢(t) = @(m)i(t) = 0 per ogni ¢,
da cui ¢(0) = p(r) = 0. Si tratta di studiare il problema ai limiti

¢ +3p=0

Per A < 0 I'unica soluzione & quella nulla. Per A > 0 la soluzione generale

dell’equazione ¢

o(x) = ozsin(\/TXx) + ﬁcos(@x)

e, imponendo le condizioni ai limiti,

f=0 3=0
asin(éw) =0 A, = 4n?*, n € N*

Tutte le soluzioni del problema sono percio
on(x) = @, sin(nz).

Abbiamo percid trovato, per \, = 4n?, n € N*,
on(T) = vy, sin(nx).

Passiamo ora all’equazione " + \i) = 0, ovvero
Y+ 4n*y = 0.

Tale equazione ha per soluzione
U (t) = d, cos(2nt) + [, sin(2nt)
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per n # 0, per cui mettendo insieme, si ottiene la soluzione dell’equazione

alle derivate parziali della forma (2.49)
un(x,t) = (ay, cos(2nt) + [, sin(2nt)) sin(nx).

Anche la loro somma verifica la stessa equazione e le stesse condizioni ai
limiti:

o0

Z v, cos(2nt) + [, sin(2nt)) sin(nx).

n=1

La funzione u e quindi dispari rispetto alla x. Il dato iniziale e gia dispari

2m-periodico. Imponendo percio le condizioni iniziali

e}

0=u(x,0) = > a,sin(nz)
n=1
2sinz + sin(2x) = uy(x,0) = > 2nf, sin(nzx),
n=1
si ottiene B; = 1, By = Z mentre «,, = 0 per ogni n > 1, (5, = 0 per ogni

n > 3. Abbiamo allora trovato
1
u(z,t) = sin(2t) sinx + 2 sin(4t) sin(2z)

che ¢ la soluzione del problema proposto.
Lo studente diligente puo verificare che tale u = u(z,t) risolve effettiva-

mente il problema di Cauchy-Dirichlet proposto. ]

Esercizio 2.25 Mediante ['uso della separazione delle variabili, risolvere il

sequente problema

Utt—u$$20 O<CC<7T, teR
Uz (0,t) = ug(m,t) =0 telR
u(z,0) = —cosx O<z<m

ui(x,0) = cosz — 3cos(3x) 0<x <.
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Risoluzione. Si tratta del problema della corda vibrante con dato di Neu-
mann agli estremi. Il problema e ben posto. Cerchiamo una soluzione della

forma:

u(z,t) = (x)¥(t), (2.50)

che sostituita nell’equazione del nostro problema ci da:

p(x)p"(t) = @"(@)v(t)
ovvero, separando le variabili, esiste A € R tale che

V) )

v(t) ()
da cui otteniamo le equazioni ¢” + Ap = 0, " + \ip = 0.

Sostituendo 'espressione (2.50) nelle condizioni al bordo otteniamo:

@' (0)¥(t) = ¢'(m)ib(t) = 0 per ogni ¢,
da cui ¢'(0) = ¢/(7w) = 0. Si tratta di studiare il problema ai limiti
"+ Ap =0
O<zx<m
¢'(0) = ¢'(m) = 0.
Per A < 0 I'unica soluzione e quella nulla. Per A = 0 si trova che sono solu-
zioni tutte le costanti. Infine, per A > 0, la soluzione generale dell’equazione
e
o(z) = asin(vVAzx) + 5 cos(VAz)
da cui

@' (z) = avVAcos(VAz) — BV Asin(VAz)
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e, imponendo le condizioni ai limiti,

a=0 a=0
—BvAsin(v/Ar) =0 A, =n? neN.
Tutte le soluzioni del problema sono percio
on(z) = B, cos(nx).

Abbiamo percid trovato, per A, = n* n € N (include anche il caso particolare

n=0),
on(x) = [, cos(nx).

Passiamo ora all’equazione 9" + A\ = 0, ovvero
" +n*p = 0.

Tale equazione ha per soluzione
Un(t) = dy, cos(nt) + B, sin(nt),

per n # 0 mentre per n = 0 sono soluzioni tutte le funzioni lineari, 1y(t) =
a+ [t per cui mettendo insieme otteniamo le seguenti soluzioni dell’equazione

alle derivate parziali della forma (2.50)

(2.1) = (aun, cos(nt) + By sin(nt)) cos(nx) per n # 0
8 = a+ [t per n = 0.

Anche la loro somma verifica la stessa equazione e le stesse condizioni ai

limiti:

u(z,t) = a+ Gt + Z (o, cos(nt) + [y, sin(nt)) cos(nz).

n=1
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La funzione u ¢ quindi par: rispetto alla x. Risulta poi
=[+ Z —nay, sin(nt) + nf, cos(nt)) cos(nz).

Il dato iniziale ¢ gia pari 27-periodico. Imponendo percio le condizioni iniziali
o

—cos(x) = u(z,0) = a+ > a,cos(nz),

n=1

cos(x) — 3cos(3z) = w(z,0) = 5+ i nB, cos(nz).
n=1

si ottiene 3 =0, a =0e a; = —1, B; = 1, b3 = —1 mentre a,, = 0 per ogni

n > 1, 3, =0 per ogni n # 1, 3. Abbiamo allora trovato
u(z,t) = — cos(t) cos(x) + sin(t) cos(x) — sin(3t) cos(3z)

che e la soluzione del problema proposto.
Lo studente diligente puo verificare che tale u = u(x,t) risolve effettiva-

mente il problema di Cauchy—Neumann proposto. [

Esercizio 2.26 Risolvere il sequente problema:

Up — Ugpy = 0 O<z<1, t>0
u(x,0)=0 0<zr<l1

u (2,0)=2(1—2) O<zx<l

u(0,t) =u(l,t) =0 ¢>0.

Risoluzione. Si tratta di un problema della corda vibrante con dato di
Dirichlet al bordo.
Il problema ¢ ben posto. L’unica soluzione la cerchiamo per separazione di

variabili. Cerchiamo una soluzione della forma:

u(z,t) = (x)¥(t), (2.51)
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che sostituita nell’equazione del nostro problema ci da:

p(a)y"(t) = ¢"()¥(t)
ovvero, separando le variabili, esiste A € R tale che

vt _ ') _

w(t) ()
da cui otteniamo le equazioni ¢” + Ap = 0, " + \ip = 0.

Sostituendo 'espressione (2.51) nelle condizioni al bordo otteniamo:

©(0)Y(t) = ¢(1)¥(t) = 0 per ogni t,

da cui ¢(0) = p(1) =0.
La condizione iniziale u(z,0) = 0 diviene ¢(z)1(0) = 0 per ogni z, da cui

¥(0) = 0. Il problema ai limiti

"+ Ap =0
0<zr<l1

ha soluzione non nulla solo se periodica e percio per A > 0 e precisamente se

e solo se \, = 72n? e in tal caso p,(x) = 7, sin(nmrx) sono soluzioni, 74, € R.

Inoltre il problema ai limiti

7’D// + 71'27127,0 — 0’
$(0)=0

ha soluzioni 1, (t) = By sin(n7t), per cui abbiamo trovato le soluzioni
up(z,t) = by sin(nmx) sin(nnt)

e, quindi, anche una loro somma verifica le stesse condizioni:

u(z,t) = Z b, sin(nmx) sin(nt).

n=1
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Resta da imporre la condizione iniziale sulla derivata. Ricordando l'eserci-
p

zio 2.9 e in particolare la formula (2.25)

w(x,t) = Z nmb, sin(nmrx) cos(nrt),
n=1
da cui
u(z,0) = Z nmby, sin(nrzx). (2.52)
n=1

Sviluppiamo ora il dato iniziale u;(z,0) = 2(1—x) dispari cosi come la (2.52).
Si ha

z(l—2x) = Z w sin(nmz),

1 4(1-(=1

e, per confronto, si ottiene b, = —- (m)3)n), da cui

40— (-1))

(nm)!

hE

u(z,t) = sin(nmz) sin(nnt) =

n=1

NE

W sin ((2n + 1)mwx) sin ((2n 4+ 1)7t) .

I
o

n

Esercizio 2.27 Risolvere il sequente problema:

(utt—um:() O<x<1, t>0
u(z,0)=z(l—2) O<z<l

ug (z,0) = sin(nx) 0<zr<l1

(u(0,7) =u(l,t)=0 t>0.
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Risoluzione. Si tratta di un problema della corda vibrante con dato di
Dirichlet al bordo. Il problema e ben posto. L’unica soluzione la possiamo
cercare con il metodo di riflessione relativo al problema della corda vibrante
ad estremi fissi. Le funzioni
h(z) =x(1 —x)
{k:(a:) = sin(7mz)

vanno estese dispari e 2-periodiche. Si osservi che k = k(z) ¢ gia dispari
2-periodica, mentre h va sviluppata in serie di Fourier. Risulta

8 .
h(z) = Z m sin ((2n + 1)7zx).

n=1
Si puo ora applicare la formula di d’Alembert:

u(e,t) =3 [h(e +1) + bz — 1)) + %/t K(€)dE =

Z W (sin((2n+ V)mw(z +1t)) +

=1

sin ((2n+ )mw(z —t))) + % /: sin(7)d¢ =

3

o0

4 :
1 W (sin((2n + D)7w(z +t)) +

n=

sin ((2n + 1)w(x —t))) — % (cos(m(x + 1)) — cos(m(z —t)))

che ¢ la soluzione cercata. ]

Esercizio 2.28 Mediante ['uso della separazione delle variabili, risolvere il

sequente problema:

Ut — Mgy = 0 O<zx<m teR
u(z,0) =z O<z<m
uy(z,0) = 2? O<z<m

u(0,t) =u(mt)=0 tekR.
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Risoluzione. Si tratta del problema della corda vibrante con dato di Diri-
chlet agli estremi. Il problema e ben posto. Cerchiamo una soluzione della

forma:

u(z,t) = (z)¥(t), (2.53)

che sostituita nell’equazione del nostro problema ci da:

p(a)y"(t) = 9¢" (x)(t)
ovvero, separando le variabili, esiste A € R tale che

W )
o e

da cui otteniamo le equazioni " + %go =0, ¢+ M =0.

Sostituendo 'espressione (2.53) nelle condizioni al bordo otteniamo:

p(0)¢(t) = ¢(m)¢(t) = 0 per ogni t,
da cui ¢(0) = p(m) = 0. Si tratta di studiare il problema ai limiti

¢+ 39 =0

Per A < 0 I'unica soluzione ¢ quella nulla. Per A > 0 la soluzione generale

dell’equazione differenziale &

o(x) = asin <?w> + [ cos (?w)

e, imponendo le condizioni ai limiti,

5=0 3=0
asin(w@) =0 A\, =9n?, n e N~
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Tutte le soluzioni del problema sono percio
on(x) = ay, sin(nz).

Abbiamo trovato, per \, = 9n?, n € N*,
on(x) = ay sin(nx).

Passiamo ora all’equazione " + \i) = 0, ovvero
" 4+ 9n*p = 0.

Tale equazione ha per soluzione
U (t) = d, cos(3nt) + B, sin(3nt),

per n > 0 per cui, mettendo insieme, otteniamo la seguente soluzione dell’e-

quazione alle derivate parziali della forma (2.53):
un(x,t) = (ay, cos(3nt) + [, sin(3nt)) sin(nx).

Anche la loro somma verifica la stessa equazione e le stesse condizioni ai

limiti:

NE

u(z,t) =) (ancos(3nt) + B, sin(3nt)) sin(nz). (2.54)

3
Il
—

Risulta poi

Z —3nay, sin (3nt) + 3n, cos (3nt)) sin(nz).

n=1
La funzione u e quindi dispari rispetto alla z. Si tratta di sviluppare i dati

iniziali f(z) =z e g(x) = 2? dispari in [—7, 7] in serie di Fourier,

o0
r) = Z a, sin(nx),
n=1
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Si ha
2
/ f(z)sin(n = —/ x sin(nx)
T Jo
( cos(nx ) = 2/ cos(n

_I + —
T n T Jo

2 QSln(nx)
— —(=1)" — 1 n+1

n( - n?  lz=0 n( )

e
2 (™ 2 (™,
b, =— [ g(z)sin(nz)dx = — [ z°sin(nz)dx =

T Jo T Jo
2:52 ( cos(n ) - 2 /“ 2ggcos(nx) dp —
7r U n

—2r(=1)" sm( x)|e=n E/WQSin(Zm)dx _

n n? le=0 7 J, n

27 4 cos(nx) (x=7 27 4
(-t — = (=) —((-1)" —1).
n( ) +7m2 n o le=0 n( ) +7rn3(( ) )

Utilizzando percio gli sviluppi appena calcolati nelle condizioni iniziali

f(z) = u(z,0) = i ay, sin(nx),

n=1
[e9)

g(x) = u(x,0) = > 3np,sin(nz),

n=1

si ha

Qp = Oy, = %(_1)n+1
{ﬁn = = 3n2(—1)"“ n 3m4 (=1)"—1). (2.55)

Sostituendo la (2.55) nella (2.54) si ottiene la soluzione del problema propo-

sto,

= (2
Z (— —1)"*! cos(3nt)+
n

n=1
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— ((-1)" - 1)) sin(3nt)> sin(nzx).

mn3
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