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Corso di Laurea in Matematica — A.A. 1997/98
Analisi Matematica II (dott. Bruno Rubino)

L’Aquila, 16 Gennaio 1998 Recupero parziali

Durata della prova: 30 minuti per parziale da recuperare

Recupero del Parziale n. 1

Si considerino le seguenti funzioni:

I {f1<x,y>=x—y
fole.y) =2 +y.

x? + y2
g(x,y) = Ty exp 5 :

Calcolare la funzione composta F' = g o f. Calcolare poi le derivate prime di F,
sia direttamente che utilizzando il teorema di differenziazione delle funzioni compo-
ste.

Recupero del Parziale n. 2
Sia data la funzione f: R?® — R definita da

zyzlog(a® +37) se (v,y,2) #(0,0,2), 2 € R

0 altrimenti.

f('r?y’Z):{

Calcolare, se esistono, maxy4 f e miny f, dove A = {(JE, y,2) ER3: 2?2 492 < 6_22}.

Recupero del Parziale n. 3

Sia dato il problema di Cauchy

{y’ = [nsin(nx)]y + n?
y(0) = 0.

e Dimostrare che per ogni n € N il problema ammette un’unica soluzione y,, e
indicare l'intervallo massimale di esistenza con I,,.

1



e Dopo aver indicato con [ l'intersezione tra i vari intervalli I,,, calcolare, se cio
ha senso, il

lim y,(z) (xe€l).

n—-—+o00

Recupero del Parziale n. 4

Sia dato il problema di Cauchy

{u’ = /Jsin(u — 1)

u(0) = 0.

e Verificare che per tale problema c’¢ esistenza globale ma non unicita di soluzio-
ne.

e Dimostrare l'esistenza di una soluzione non limitata e tracciarne un grafico
approssimativo.
Recupero del Parziale n. 5

Sia dato il sistema di equazioni differenziali ordinarie

T =siny
1y = arctan x.

e Facendo uso del Teorema di linearizzazione, si stabilisca la natura dell’origine.

e Dopo aver indagato sull’esistenza di un integrale primo, disegnare approssima-
tivamente le orbite del sistema.

e Facendo uso del punto precedente, si stabilisca la natura dei punti critici diversi
dall’origine.

Recupero del Parziale n. 6

Calcolare il volume del dominio

T:{<x’y’z)€R3i $2+y2+z2+3§4\/x2+y2}.
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L’Aquila, 16 Gennaio 1998 Recupero parziali

Durata della prova: 30 minuti per parziale da recuperare

Recupero del Parziale n. 1

Si considerino le seguenti funzioni:

f: {fl(xay):x_y
folz,y) =2 +y,

x2+y2
9(z,y) nyexp< 5 ) :

Calcolare la funzione composta F' = g o f. Calcolare poi le derivate prime di F,
sia direttamente che utilizzando il teorema di differenziazione delle funzioni compo-
ste.

Recupero del Parziale n. 2

Sia data la funzione f: R3® — R definita da

xyzlog(z® + %) se (z,y,2) #(0,0,2), z€ R
0 altrimenti.

flz,y,2) = {
Calcolare, se esistono, max 4 f e ming f, dove A = {(x, y,2) ER3: 22492 < 6_22}.

Recupero del Parziale n. 3

Sia dato il problema di Cauchy

y(0) = 0.

¢ Dimostrare che per ogni n € N il problema ammette un’unica soluzione y,, €
indicare I'intervallo massimale di esistenza con I,,.

{y’ = [nsin(nz)]y + n?
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e Dopo aver indicato con I 'intersezione tra i vari intervalli I, calcolare, se cio
ha senso, il

lim y,(z) (xel).

n—-+0oo

Recupero del Parziale n. 4

Sia dato il problema di Cauchy

{u’ = +/|sin(u — 1)]

u(0) = 0.

o Verificare che per tale problema c’e esistenza globale ma non unicita di soluzio-
ne.

e Dimostrare 'esistenza di una soluzione non limitata e tracciarne un grafico
approssimativo.
Recupero del Parziale n. 5

Sia dato il sistema di equazioni differenziali ordinarie

T =siny
y = arctan x.
e Facendo uso del Teorema di linearizzazione, si stabilisca la natura dell’origine.

e Dopo aver indagato sull’esistenza di un integrale primo, disegnare approssima-
tivamente le orbite del sistema.

e Facendo uso del punto precedente, si stabilisca la natura dei punti critici diversi
dall’origine.

Recupero del Parziale n. 6

Calcolare il volume del dominio

T= {(x’f‘“) ER?: $2+y2+22+3§4\/x2+y2}.
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Corso di Laurea in Matematica — A.A. 1997/98
Analisi Matematica II (dott. Bruno Rubino)

L’Aquila, 3 Febbraio 1998 Recupero pérziali

Durata della prova: 30 minuti per parziale da recuperare

Recupero del Parziale n. 1 /\\"\>
Posto ¢ E
- ' 1 AN
flz,y) = / g(t, z,y)dt, ,\_@ ‘}/
Jo _

dove ) /f\ 7

—zyt? 2T S
1—e—Tyt .-"é’t >‘(b;"
9, z,y) = : Qf
0 se't= 0,
¥

provare che f & differ/gnziabile in R? e calcolare

i
e RN
(=4)(0.0) 7
{ V(J‘y

r"‘\

Retﬁ;}er\o del Parzlale n.
A
Saéhd&to
SN \\>'\'. C= {(m,y,z)€R3 log(1+sinz)+ (z~ )2 +zy=1+z,
54 .._/
AN ,2‘;7 (z4+y+1)2 +log(l +z+2)=1}.
N>

¢ Dimostrare che in un intorno di (0, 0,0) si possono esplicitare su C due coordi-
nate in funzione della terza, e precisamente

{y=y(ﬂ=)

z = z(z)
* Trovare tale parametrizzazione con un errore o(z?).

e [Facoltativo] Trovare tale parametrizzazione con un errore o (z*).

/0:/'\» o



Recupero del Parziale n. 3

Trovare tutte le soluzioni del seguente sistema di equazioni differenziali ordinarie
v =iu—v
v =u+iv+ et

Recupero del Parziale n. 4

Sia pr un qualunque polinomio di grado k (a coefficienti reali). Dimostrare che, se px
& soluzione dell’equazione differenziale /\\\;

(W) +tu —u =0, : , 7

/
- ) i "\:‘,,47

si ha k < 2. Trovare un polinomio di pn q’\g{a’do e un polinomio di secondo grado
che siano soluzioni di tale equa,zmne 4 ‘/;,)

.....

5\\
Recupero del Pa@a}@n 5

Sia dato il sistema di equazmnﬁdﬁerenzmh ordinarie

{z——y—a: ;a{\gma: (1)
¥ =z — Qrctan y.

e
o Qua,} e~1‘a§ﬁtura dell’origine per il sistema lineare associato?

) *ﬁgf\nzl‘one V(z,y) = 2% + y? & una funzione di Lyapunov per il sistema (1)?

{\'J,f ilizzare la forma polare associata al sistema (1) per stabilire la natura dell’o-

AN

'f} )3\w’ rigine.
N —

¥ Recupero del Parziale n. 6

Calcolare

/ / |2% ~ 4y?[ =42 dz dy,
D

dove D ¢& il quadrilatero di vertici (1,0), (0,1/2), (~1,0), (0, —1/2).

7o N
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Corso di Laurea in Matematica — A.A. 1997/98
Analisi Matematica II (dott. Bruno Rubino)

I’Aquila, 17 Febbraio 1998 Recupero parziali

Durata della prova: 30 minuti per parziale da recuperare

Recupero del Parziale n. 1 \§
£ \ \7
Data la funzione f: R3\ {(0,0,2z): z € R}y—*—)ﬂ'&.&eﬁmta da

Sz, =oyzlog (P 4y, “:/

’ \
mostrare che f & estendibile ad unaéungwne f di classe C° su tutto R3.
Si stabilisca inoltre se: FT4 O s\ N

. f e differenziabile nelﬁ}iéine,v

o f & differenziabile in R?\ {(0 0,0)}.

R
Pa) \\)'

-Recuper/c) *d&l‘Parmale n. 2
Sia data ﬁ{u?mdne f: R?®—s R definita da
(
o =z + 2y.
\ e se esistono, max4 f € ming f, dove
< \} & /‘} .A { z,y,2) ER?: 22442 +22< 1, mj~2y+z>0}.

Recupero del Parziale n. 3

Trovare le soluzioni dell’equazione differenziale
u" = 2y + €
che soddisfano alla condizione v/(0) = 0.

AN\

~ O\///

<



Recupero del Parziale n. 4

Provare che le soluzioni del problema di Cauchy

u' = (u — 1)? arctan(t)
u(0) = A, AeR

sono convesse se A > 1 e concave se A < 1.

Recupero del Parziale n. 5

Sia dato il sistema di equazioni differenziali ordinari@

’\\\

z =siny - \\ b
y==z+sinz. ‘;,» f’f};
Y

" o Facendo uso del Teorema di hneaﬁzza,z;oﬁ/el si stabilisca la natura dell’origine.
& \ (e
e Dopo aver indagato sull’esmtéﬁzqdz’ un integrale primo, disegnare approssima-
tivamente le orbite de Qteﬁé)“

e IYacendo uso del punto prg:edente si stabilisca la natura del punto (0, 7).

A .
Recupero dﬁ&ﬁ?armale n.

\
Verificare il ’Qeqrema della Divergenza in R?® per il campo vettoriale F' = (z,y,0) e la
regione U -
4\’\\, )
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Corso di Laurea in Matematica — A.A. 1997/98
Analisi Matematica II (dott. Bruno Rubino)

L’Aquila, 11 Giugno 1998 Recupero parziali

Durata della prova: 30 minuti per parziale da recuperare

~
it

Recupero del Parziale n. 1 /\\/\\7

ENNT
Sia B(0,r) il cerchio di centro l'origine e ragg;o B;Qx,s_}a‘,/f(a: y) = arctan(z? +

y?). Per r > 0 si ponga | \\\/
:\f‘\/ kY .‘ f/‘)
/ f(z,y)dz dy.
B(0,r) R A \\\
Dimostrare che: \ ’/ \.

o la funzione F & continua i 710, +00).

¢ F' ha derivata &es‘\tra, in 0. Calcolare tale derivata.

’\ \\ N
Recupero h\'l Parziale n.
Calco ﬁremo superiore e l’estremo inferiore della funzione f: R —

iy

e {\\ -’T ,y,z)—xy+yz+:z:z
o
A ‘x“\ng%l piano z +y+ z = 3. Dire se esistono dei punti di questo piano (eventual-
4'\“ ";’*w“mente determmarh) in cul tali estremi sono raggiunti.

R

\\

-

Recupero del Parziale n. 3

Trovare tutte le funzioni u : | — 1, +00[— R che risolvono il problema

{u’(t) =1—i—_]‘31-_§_53l ds
u(0) = 1. N

P

32



Recupero del Parziale n. 4

Sia dato il problema di Cauchy

u' = /log(1 + u?)
u(0) = «, aeR.

¢ Verificare che per tale problema c’e esistenza globale ma non unicita di
soluzione.

e Calcolare (quando cid ha senso), al varlare@}\é\6>R i possibili valori

dei limiti o AN \/
34 ./(’:'h\ \:}
. AR o
lim uq(z). PN

T—>Foo

‘Recupero del Parz;‘alqﬁ\ pS.

Sia dato il sistema di equazrq}n chﬁérenzlah ordinarie
{:c = sin (7 (y+:1:))
y==zx-+ a,rcta{

Stabilire la nak&r}m\%}ll origine e del punto (0,1). Cosa si pud dire sulla natura
degli altri pun\ﬁ}mltlc17

\\u
ReQ }:Jero del Parziale n. 6
{

\ Sl}aﬂ la regione di piano la cui frontiera v & I'unione tra la curva «;, espressa
2N
Pat \m’ coordinate polari da 7

{(p,‘ﬁ) cp=09% d¢ [0,27r[},

e il segmento v, che unisce il punto (167*,0) all’origine. Calcolare:

¢ la misura del perimetro di Q;

o la misura dell’area di Q.
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Corso di Laurea in Matematica — A.A. 1997/98
Analisi Matematica II (dott. Bruno Rubino)

L’Aquila, 15 Luglio 1998 Recupero parziali

Durata della prova: 30 minuti per parziale da recuperare

Recupero del Parziale n. 1 A

Dimostrare che esiste unico [ € R tale che la funmoné(}\\ﬂ{‘>—) R definita da
N
{zy exp (;—;%—:—;) e (z,y) # (0,0) {:2/\_ :’“\_}

! se (z,y) = (0,0) @ t\\‘J

& di classe C*. Dire se f & limitata. ™

:f\?\‘v
Recupero del Pari'i‘a)\

Provare che I’equazione NP 4;
log (cos W) +arctan(z® + y+ z 4+ 2) —sin(2y +z 4+ z) = 0
definisce 1n/fo;i§ 1mp‘[fé1ta una e una sola funzione
y=fD’
in/u.gﬁh\%:o del punto (0,0, 0).
e icSZ{bﬂJ’/ poi se (0, 0) costituisce per la funzione ¢ un punto stazionario e in

{,{{,t o studiare la sua natura (massimo, minimo, sella).
o
\>J} Recupero del Parziale n. 3 .

Sia data ’equazione differenziale

au” +buv' +cu=0, a,bc ER
Trovare le relazioni cui debbono soddisfare a, b, ¢ affinché le soluzioni siano:
[I caso ] tutte periodiche (in R);

[II caso ] tutte infinitesime per ¢t — +o0.




Recupero del Parziale n. 4
Dimostrare che tutte le soluzioni dell’equazione differenziale
= log /1 +u? + 2|t

sono definite su tutto R. Tracciarne poi un grafico approssimativo.

Recupero del Parziale n. 5
Sia dato il sistema di equazioni differenziali ordinarie
{:z': = arctan(sin y)
y==z.
o Facendo uso del teorema di linearizzazione, si s@\ ca>a natura dell’ori-

gine.
A, \
e Dopo aver indagato sull’esistenza di un in} gta}e:\_p_fimo disegnare appros-
simativamente le orbite del sistema. »\ \\ L

¢ Facendo uso del punto precedente @"Btabﬂﬁéa la natura del punto (0, —m).
& ., \ \

Recupero del Par g\%dé h;»/6

Calcolare \/
// (¥ + 2{)\1 + y)eTe¥dz dy
PN
dove 4."\\

by

D-z‘{\(};’,y ERZ: >0, y>0, y(62”+ezy <1}
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Analisi Matematica II — CdL in Matematica
Esercizi di riepilogo — A.A. 97/98

Esercizio 1

Trovare 1 punti stazionari delle seguenti funzioni e stabilire ]a loro natura:

a. f(ﬂ?,y):zx—ti—ilz—l

b f(z,y) = (z+y)e™
c. flz,y) = zlog(z +y)

d. f(z,y) = (y~z°)(y — 327

e. f(z,y)= = +y*—1—2?
£ flz,y,z) = e Y 2

g. flz,y,z) =log(l+ %+ y2 + 22) —z?

Esercizio 2

Date le seguenti funzioni f : R? — R definite da:

a. f(z,y) = %ﬁy_ se (I:?J)f(0,0)‘
0 se (z,y)=(0,0)

[#2(y=1)-y*(y+1)]

U P i

i i wia

d f(a,y) = {;“y)iily(f”’z * (23i(08;

e. flz,y) = {ry(l_e;:lzzsgig se (z,y) # (0,0)
0 se (z,y) = (0,0)

log (- 61y 458 “y—log ( o 2)
f. f(x) y) = A y-‘l:yis!ijn (:i:y(;g Z3y se zy 7+_ 0
0 se Ty = 0

1. verificare la continuiti nell’origine
calcolare, se cid ha senso, le derivate direzionali nell’origine
verificare, se cid ha senso, la differenziabilita nell’origine

determinare, quando esiste, ’equazione del piano tangente nell’origine

o on o m

per le funzioni a, b, ¢, d, e, stabilire se esiste il limite all’infinito ed eventualmente calcolarlo.



Esercizio 3

Sia dato
C = {(z,y,2) €R®:tanz +sin(y + z — =)™+ cos(zyz) - 1 =0, -
log(1 + 4zyz) + arcsin(z + y) = 0} .

a) Dimostrare che in un intorno di (0, 0, 0) si possono esplicitare su C due coordinate in funzione
della terza, in particolare

b) Trovare la parametrizzazione con un errore o(y?).

Esercizio 4

Provare che ’equazione
e“tany+e* Y —1—-22=0
definisce in forma implicita una e una sola funzione
= o(y,2)

in un intorno del punto (0,0, 0).
Stabilire poi se (0, 0) costituisce per la funzione ¢ un punto stazionario e'in tal caso studiare la sua
natura (massimo, minimo, sella).

Esercizio 5

Dato |'insieme

2

16

provare che & una varieta differenziabile uni-dimensionale compatta e calcolare il massimoe il minimo
valore che assume su di essa la funzione

flz,y,2) = <y— i)z.

Esercizio 6

Trovare la distanza dei due insiemi A e B di R? descritti rispettivamente da
A={(z,9) €ER?: 2+’ <1, 220, y2 0]
B = {(x,y)é]R"’:y:xz—S, 0<z<2}.

Esercizio 7

Sia T' = C; N C; dove C; e C, sono i cilindri dati da
Ci={(z,y,2) ER®: 22+ y* = r?}
Cg:{(z,y,z)ERa:y2+z2=02}. : -

a) Dire se per ogni P € T & possibile, in un intorno di P, esplicitare su I due variabili in funzione
della térza nel caso r < ¢.

b) Studiare il caso r = 0.

r’f/”\-r‘\\
/ el
o \'/v" 5 }
o



Esercizio 8
Dimostrare che ’equazione
222 +y+ze®tV =1+fex

definisce implicitamente una e una sola funzione y = y(z) in un intorno di £ = 0, y = 1. Dimostrare
inoltre che tale funzione ha un massimo locale in z = 0.

Esercizio 9

Determinare, anche utilizzando il metodo dei moltiplicatori di Lagrange, il massimo e il minimo
della funzione

flz,y,2)=2"+zy

sul cono

C:{zz\/m,ogzgl}.

Esercizio 10
Sia D il disco unitario di R? e sia f(z,y) definita da:

flo,y) =™V,

Determinare il massimo e il minimo di f su D.

Esercizio 11
Determinare 1l minimo di
flz,y) =2 +4°
lungo la curva
I'= {z3+y3=1}.

Quai é 1l sup di f su tale curva?

Esercizio 12

Data la funzione

flz,y) =™ (v — zy)
a) Determinare 1 punti di massimo e di minimo rélativi di f in R? e I’estremo superiore e inferiore
di f in R2

b) Data una costante a > 0, determinare, al variare di a, il massimo e il minimo di f sul triangolo
di vertici (0,0), (a,a) e (a,0).
Esercizio 13
Determinare il minimo di
flz,y,z) =22+ + 22
sull’insieme
{22 - :éy = 1} .

L’estremo superiore di f su tale insieme & finito?

|’éf\{,



Esercizio 14

Determinare il massimo e il minimo di
flz,y,z) = zyz

sul cilindro

C={z+¢4*<1, |z[<1}.

Esercizio 15

Si dimostri che la successione di funzioni
—nz?
fu(z) = nze
a) converge a zero ¥z € R;

b) converge uniformemente in [z, +00), ¥r > 0;

c) non converge uniformemente in [0, 1].

Esercizio 16
Si determino gli insiemi di convergenza puntuale e uniforme della successione

fn(z) = nsin(nz)e™"".

Esercizio 17

Mostrare che la successione

1
fn(r)—_-m-, a>0

converge puntualmente, ma non uniformemente, in (0, 1}.

Esercizio 18

Studiare convergenza puntuale e uniforme della serie di funzioni

had e”l’:l . x
E s (—) .
n n

n=1

Esercizio 19

Si considerino le funzioni f, : [0, +00) — R definita da
falz) = min {n22:2, e""’} . |

Calcolare -

+oo
lim - fa(z)dz.

n—r+oo 0




Esercizio 20
Sia data la successione di funzioni f, : R — R definite come

1 - 1 *
fele) =108 (g ) 108 (773

a) Stabilirne il limite puntuale su BR. Concludere se la convergenza pud essere uniforme su tutto
R.

b) Caratterizzare gli instemi in cui si ha convergenza uniforme.

Esercizio 21

Stabilire gli intervalli di convergenza puntuale e uniforme per la serie di funzioni reali

oQ

Z an(z)

n=1

nei casi
a) an(z) =sin (%’;—),
b) a.(z) = nsin (:)’

¢) an(z) = narctan(n)sin (Z-Z)

Esercizio 22

Dato il sistema di equazioni differenziali lineari

Y = <§ ;> Y + B(t),

verificare che

2t 2t
et e~
gp(t) = ( 0 th)
¢ una matrice fondamentale per I’omogeneo associato. Trovare la soluzione del non omogeneo che

+1 0

verifichi la condizione iniziale Y(0) = { © l) nei due casi B(t) = (Z:;i) e B(t) = (ezt)

Esercizio 23

Risolvere il problema di Cauchy

v 42y =1
y(0) =1
y(0)=0

y'(0) =2

y"(0) = 0.

Esercizio 24

Trovare le soluzioni dell’equazione differenziale )
.’I:zy” +.z:y7 —y= 3

dopo aver osservato che y(z) = z & una soluzione particolare per Pequazione differenziale omogenea
associata. :



Esercizio 25

Trovare la soluzione generale del sistema di equazioni differenziali lineari non omogenei
Y' = AY + B(t) ' h

in ognuno dei seguenti casi:

€ 0=(2)
(1 220 (F)
s (5 23 B0 = (o)

Trovare in particolare, in ognuno dei casi presi in esame, la soluzione che verifica la condizione

iniziale Y'(0) = (__12

Esercizio 26

Si determini b in modo che la soluzione y = y(z) del problema di Cauchy

y' +y=sinz
y(7)=0
y(3)="?

' abbia derivata prima che non si apnulla mai in (0, 7).

Esercizio 27

Sia data la serie di funzioni

z
E e arctan (——) .
~—T

il
n>1
¢ Determinarne l'insieme di convergenza puntuale.
o Determinarne gli intervalli di convergenza uniforme.

¢ Determinarne gli intervalli di convergenza totale.

Esercizio 28

Sia data la serie di funzioni
Z (sin z)?
nz1 " + 22 | -
e Determinarne 'insieme di convergenza puntuale.
e Determinarne gli intervalli di convergenza uniforme.

e Determinarne gli intervalli di convergenza totale.

Esercizio 29

Sia data la serie di funzioni

Z(W—e”). >

n>1
o Determinarne I’insieme di convergenza puntuale.

s Determinarne gli intervalli di convergenza uniforme e totale.



Esercizio 30

o Studiare la convergenza puntuale ed uniforme della successione di funzioni

fale) = zlgsin' (sir;gi")> z#£0 "
0 r=0.

Si consideri ora la serie

an(:z:).

n>1
e Determinarne ’insieme di convergenza puntuale.

o Determinarne gli intervalli di convergenza uniforme.

Esercizio 31

Si determini la soluzione y = y(z) del problema di Cauchy

" e* z<0
y —yz{e‘%”cos(ﬁgx) z>0
y(0) =0
v'(0)
y’(0)=0

~1
3
abbia derivata prima che non si annulla mai in (0, §).

Esercizio 32
Studiare ’equazione differenziale
u/ - uz + u4

e tracciarne i grafici delle soluzioni nel loro intervallo massimale di esistenza.

Esercizio 33

Trovare le soluzioni dell’equazione differenziale
tu =1 —u?

precisando l'intervallo massimale di esistenza e disegnandone i grafici. Cosa si puo dire del relativo
problema di Cauchy con la condizione u(0) = a, al variare di & € R?

Esercizio 34

Trovare le soluzioni dell’equazione differenziale
2uu’ = /lu? ~ 1],

precisandone gli intervalli massimali di esistenza e tracciandone i grafici.




Esercizio 35

Si consideri la serie
2 (n—1)z" . .
Z nt
n=2
a) Calcolare il raggio di convergenza e la somma f = f(z) della serie.

b) Dimostrare che per ogni k € N*, si ha

[o0]

3 (n=k)a" _ Pi(z) + e (z — k),

1
n=k+1 n:
dove P, & un polinomio di grado & — 1.

c) Calcolare P; e P3.

Esercizio 36

Si consideri la serte di funzioni
o

HESN

n=1

a) Studiare la convergenza puntuale.
b) Calcolare la somma della serie.

¢) Studiare la convergenza uniforme.

Esercizio 37

Sia {an} la successione definita per ricorrenza da

apg = 1
a =0
n34nt6

Qn42 = En—.*_]-_ts—(;f'*__zjan-

Dimostrare che la serie di potenze

[e.0]
E ant”
n=0

converge su (—1,1).

Esercizio 38
Sia
 Qa={(z,¥) €R?:|z+y| > a oppure [t — y| > &, & >0}
e f: @y —+ R definita come
1
flz,y) = i

Calcolare il sup e I'inf di f sul suo dominio di definizione, stabilendo se trattasi rispettivamente di
massimo e rninimo.
Si consideri ora la serie di funzioni

oo

> = ()"
n=1

dove f : Qo —+ R & la funzione prima definita.




a) Trovare per quali @ € R* la serie risulta essere puntualmente convergente su tutto Qq.
b) Trovare per quali o € RY la convergenza & uniforme su tutto Q4.

c) Calcolare, dove cid ha senso, la somma della serie.

Esercizio 39
Stﬁdiare le proprieta di cdnvergenza della serie di funzioni

o Ik $k+1
2 (7{" k+1>'

k=1

In particolare, determinare su quali sottoinsiemi di R si ha convergenza uniforme, dire se la serie &
derivabile termine a termine e, infine, calcolarne la somma.

Esercizio 40
Determinare la matrice fondamentale per il sistema
Y' = AY

in ognuno dei seguenti casi:

-1 1 =2
a) A= 4 1 0

2 1 -1

2 1 0
b) A={0 2 4

1 0 -1

2 -1 -1
c) A=12 -1 -2

-1 1 2

4 -1 O
da=[3 1 -1

1 0 1

Esercizio 41

Consideriamo il sistema di equazioni differenziali ordinarie
z = 2% -2y
y=3zr—uy.

Studiare la natura degli eventuali punti critici e analizzare il comportamento qualitativo delle
soluzioni nel piano delle fasi.

Esercizio 42

Consideriamo il sistema di equazioni differenziali ordinarie
z = 6y — 2zy
y =2z +y°.

Studiare la natura degli eventuali punti critici e analizzare il comportamento qualitativo delle
soluzioni nel piano delle fasi, anche attraverso la determinazione di eventuali integrali primi.

t
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Esercizio 43

Consideriamo il sistema di equazioni differenziali ordinarie
~

T=y—=z

y==z—1°.

Studiare la stabilitad dei punti critici e descrivere I’andamento qualitativo delle soluzioni nel piano
delle fasi (z, y).

Esercizio 44

Consideriamo il sistema di equazioni differenziali ordinarie
z=z—y
y =2z —2y.

Descrivere 1’andamento qualitativo delle soluzioni nel piano delle fasi (z, y).

Esercizio 45

Studiare la stabilita dell’origine per le seguenti equazioni differenziali ordinarie,
1. 2~ 32"+ 2z =0;

"+ 32" +z=0;

2’ - 32’ 4+ 2z = 0;

2" — 2’ ~ 6z = 0;

2" — 3z 4+ 2z = 0.

Esercizio 46

Consideriamo i sistemi di equazioni differenziali ordinarie

z=y

y=—z—2y.
e

T = -z — g2

jmaoif .
Verificare che V(z,y) = % (% +¢*) & una funzione di Lyapunov per entrambi i sistemi traendone

le opportune conseguenze riguardo alla stabilita dell’origine per ognuno di essi. Descrivere infine
I’andamento qualitativo delle soluzioni nel piano delle fasi {(z, y).

Esercizio 47

Trovare la serie di Fourier per f, estesa 27-periodica, definita per z € [~m, 4] rispettivamente da



Esercizio 48

Trovare la somma nel punto z = 7 della serie di Fourier reale di f definita per z € [~,+7] da
f(z) = € ed estesa 27-peripdica su tutto R.

Esercizio 49

Calcolare il
hg

lim z%sin(nz) dz
n—++00 0

al variare di a > =2.

Esercizio 50
Trovare la serie di Fourier reale di f definita per z € [—m, +7] da f(z) = z* ed estesa 2m-periodica

su tutto R. Trovare una limitazione per ’errore che si commette approssimando f con i primi tre
termini della serie.

Esercizio 51
Trovare un numero N tale che la somma parziale Sy (z) della serie di Fourier reale di f, definita

per z € [—7,+7] da f(z) = |z| ed estesa 2m-periodica su tutto R, approssimi f con un errore non
superiore a 1/10.

Esercizio 52

Sia data la forma differenziale

w= —————2£————-—+u2(:c)log\/l+y2 dz+
V22 + 2 -1

[\/Q—zz—i—yT:_l_ + 1 _fyg (x2u(:ﬂ) + :}))—u3(:c) + u(r))jl dy

dove u & una funzione reale tale che u(1) = 2.

o Dimostrare che F'u : R — R, u € C'(R) che rende la forma chiusa.

s Dimostrare che con tale scelta della funzione u la forma risulta esatta (pud essere utile osservare
che la somma di due forme esatte & ancora una forma esatta).

Esercizio 53

Caratterizzare le funzioni T di classe C*(R*) tali che la forma differenziale w definita come
w=2ztdz —tcosydy + 3tsinzdz + T(z,y, z,t) dt

sia integrabile in R* e calcolare in corrispondenza di ogni funzione T Iinsieme delle primitive di
W,

Esercizio 54

Si caleoli la lunghezza della curva 7 espressa, in coordinate polari, dall’equazione

p =sin’(ed) 9 €[0,7/2).

Si scriva 'equazione della retta tangente al sostegno di v nel punto (1\8@, %)

Si calcoli infine 1’area della regione interna alla curva 7.

t
N i

2

e



Esercizio 55

Si consideri la forma differenziale w definita da

sin /Y
dr+< +co )d +
7 sy | dy

Verificare che w & chiusa.

dz.

w =

L4
2+22

z2 4 22 z

Dire dove & definita e di classe C! e se & possibile prolungarla in modo Cct.

Stabilire a prior: se & esatta e, in caso affermativo, calcolarne una primitiva.

calcolare, se ha senso, il lavoro per andare dal punto A = (1,0,0) al punto B = (~1,0,0)
lungo Pellisse del piano y = 0 di equazione z? + 222 = 1 orientata in senso orario.

Esercizio 56

Calcolare
// y3 dz dy,
A

dove A = {(z,y) eRZ: ‘”—;—5;;52::2,

g
IA
@
IA
qpo
St

Esercizio 57

Calcolare
//:l:y dz dy,
T
‘dove T = {(z,9) €ER?: y> 0, ylogy <z <y}

Esercizio 58

Sia T la piramide con base triangolare S = {(z,y,z) ER3®: 0 <y <1, z =0} e vertice nel punto
P =(1,1,1). Calcolare ’

///xzdzdydz.
A

Dimostrare che
///f(:c)f(z) dz dy dz < 0
J | .
per ogni f : [0,1] — R continua, non identicamente nulla e tale che fol f(t)dt = 0.

Esercizio 59

Si consideri la funzione, definita per A > 0,

f(A)=£/f,;§Z dz dy,

doveQ:{(a:,y)E]Rz: 0<z <], 0<y<1}.

¢ Dimostrare che f(A) & finito per ogni A > 0.



[ ]

Dimostrare che f(A) = —f(1/)) per ogni A > 0.

Dimostrare che f & derivabie e decrescente.

s Calcolare ,\1—1>r{)1+ F(X), ,\EToo F(A). .

Per quale A > 0si ha f(A\) =07
Calcolare f(2).

Esercizio 60

Calcolare

///—————-——————1 dr dy
l—z—-y+zy
T

dove T & il triangolo avente vertici in (0,0), (0,1/2), (1/2,1/2).

Esercizio 61

Calcolare

. 1
i, [ e

r

dove, per r > 0,

2

Esercizio 62

Sia @ = {(t1,t2) ER?: 0<t; —;—, 1<ty <2} ed f: @ — R la funzione definita da

t2 ,t: €
Flty,ta) = /1 erg.

Calcolare

// f(t1,t2) dty dta.
Q

Esercizio 63

Calcolare

2
IaZ
/ (z2z4) ds
4 T1T2 + T34

dove v : [0,1] — R* & la curva definita da v(t) = (t2/2, 8, 3t, 4t).

Esercizio 64

Verificare I’'uguaglianza stabilita dal Teorema di Stokes per il campo vettoriale

F(z,y,2) = (7,0, -z)

e la superficie § ottenuta dalla frontiera della regione
D= {(r,y,z) ER3: z2>2%2447, 1 52'§x+4}

togliendole la base superiore.

1 a—— /
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Esercizio 65

Dato il campo vettoriale irrotazionale

F(r,y,2)=( = (L+y)e log\/r2+y +2>

224+ 2+ 2y 22+ y? +2y

¢ stabilire a priori se & conservativo e, in caso affermativo, calcolarne il potenziale;
¢ calcolarne i] flusso uscente dalla frontiera S del dominio
D={(z,y,z) ER®: 3<z>+4* +2y<38, |z} < 1},

cioé I'integrale [[ F -n dS, essendo n il versore normale ad S orientato verso ’esterno.
% :

Esercizio 66

Calcolare il volume della regione

D= {(:c,y,z) eR3: 224+ 4%22<1, 2> \/:1:2+y2}

e l'area della sua frontiera.

Esercizio 67

Provare che la funzione

) -y
f(z,y) = cos <z+y>

¢ integrabile in senso improprio nella regione
T= {(:L',y)ERQ: z>0,y>0, z4+y< 1}

e calcolarne Pintegrale.

Esercizio 68

Dire per quali o > 0 la serie

Z //' log(z? + y?) dz dy
n+1 1+ (22 4 y2)«

risulta convergente, dove B, & la palla di R? di centro I’origine e raggio n.

Esercizio 69

Calcolare I'area dell’insieme misurabile 7 la cui frontiera & sostegno della curva parametrizzata nel
modo seguente:

z=(1l4cost)cost
-7 <t 4.
y = {1+ cost)sint

Esercizio 70
Studiare il problema di Cauchy

v =
u(l) = 2.

(Studiare eventuali simmetrie; risolvere I’equazione ponendo u = tz; imporre la condizione iniziale;
descrivere la soluzione, precisandone dominio di definizione e grafico. Esistono altre soluzioi?)



Esercizio 71

Studiare la serie di funzioni

[=2]
: E nzle™*,
n=1
precisando dove converge puntualmente e dove uniformemente. Trovarne quindi la somma.

Esercizio 72
Risolvere il sistema differenziale

u' 4+ v =cost
v/ +u=-sint

a) ricorrendo ai metodi utilizzati per i sistemi lineari b) passando a un’equazione di ordine superiore
al primo.
Esercizio 73
Dire se ’equazione
(t2 —4)u' +tu =4

ha soluzioni definite in R.

Esercizio 74

Data la funzione
flz, y) = (y - 22) log(:z:2 + y2)’

dire dove & definita e quale & il suo segno, riportando queste informazioni nel piano cartesiano; dire
se si pud prolungare con continuitd in qualche punto e se ha Iimite all’infinito.

Esercizio 75

Studiare le soluzioni dell’equazione

2

u'u—l:g—,
4

dopo aver indagato circa eventuali simmetrie. Risolvere I’equazione con la condizione iniziale
a) u(—-1) =1 ' :

b) u(-1) = 0.

In entrambi i casi, precisare 'intervallo massimale in cui esiste la soluzione.

Esercizio 76

Studiare la convergenza della serie

o
eVrign

2 Ty

n=0



Esercizio 77

Data ’equazione differenziale

/:y'—'l . ~
z2 -1’

a) studiare a priori ’andamento delle soluzioni;
b) studiare a posteriori ’andamento delle soluzioni;
c) confrontare i risultati dei due primi punti.

Esercizio 78

Si studi ’equazione differenziale
yu/ _ (1 _ \/’a—)y// + (aa _ \/E)y’ . a3y =0
con & > 0. In particolare stabilire se

a) esistono soluzioni periodiche;
b) esistono soluzioni y = y(z) tali che

lim y(z) = oo,
L~p OO

dove oo sta qui sia per +oo che per —co.

Esercizio 79

Trovare la distanza del punto (1, —2, —1) dalla retta z = y = z, cioé¢ la minima distanza tra il punto
dato e un punto della retta. Analogamente, la distanza del punto dal piano z +y —z = 2.

Esercizio 80

Usare il metodo dei moltiplicatori di Lagrange per calcolare la distanza tra la retta z +y = 4
> 2 . 8 « . . .
e Dellisse Z- + y? = 1, ciot la minima distanza tra un punto (z,y) sulla retta e un punto (u,v)

sull’ellisse.

Esercizio 81

*Studiare il luogo degli zeri della funzione
fle,y) =y—=ze™™,

far vedere che & una curva cartesiana grafico di una funzione F(z) definita in R e dispari; si disegni
tale grafico.

Esercizio 82

Disegnare il grafico dell’estensione periodica della funzione
in {~m,0)
T -7+ Ezi in [0, 7).

Scrivere il suo sviluppo in serie di Fourier e discutere la convergenza puntuale e uniforme di tale
serie.

o,

Esercizio 83

Si consideri il sistema di equazioni differenziali

u +v=t
v’ —Bv+2u=0.

Risolvere il problema di Cauchy per il sistema con dati iniziali u(0) = 1, »(0) = 0, v'(0) = —1.



Esercizio 84

Risolvere il seguente sistema di equazioni differenziali
2z — v =2u+{(z —2)e”" — ze®Ju?
u(0) =2

e scrivere il suo sviluppo di Taylor fino all’ordine due nell’origine.

Esercizio 85

Studiare l’equazione differenziale
tu’sin(2u) = sin®(u) - t%

in particolare: a) trovare simmetrie e periodicita;

b) risolvere ’equazione dopo aver effettuato un cambio di variabile;

c) studiare gli intervalli in cui sono definite le soluzioni;

d) tracciare i grafici delle soluzioni (conviene studiare a priort il segno della derivata; osservare le
discontinuita di tale derivata).

Esercizio 86
Calcolare (se esiste finito) I'integrale della funzione

flz,y,2) = 2(z? + 42 +22)73

" nell’insieme

D= {(a:,y,z) : cot (%) (z2+y2)% <z<h},

essendo h >0e < a < 7.

Esercizio 87

Calcolare la distanza del punto 2z, dal piano az = b.

Esercizio 88
Dati

flz,y,2) =zy—=z

I\'.':{x2+y2—2z§z§%(z2+y2—21‘)},

calcolare:
a} il massimo e il minimo di f su K;
b) il flusso uscente da K del campo V£, cioé

V- ndo,
K

essendo n 1l versore normale esterno.

Esercizio 89

Studiare la convergenza puntuale e uniforme per la serie di funzioni  ~
[ace]

> (n = 2)![log(z™ + n!) — log(nt)).

n=2
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Esercizio 90

Trovare per quali valori k € R risulta integrabile la funzione

1 - .
fAzy) = ——
y* e

su

D={(zy)eR*:0<z<1, 0<y<eH}.

Esercizio 91

Calcolare lestremo superiore e ’estremo inferiore (precisando se sono rispettivamente massimo e
minimo) della funzione

1

f(l‘,y):m

nell’insieme

A:{(x,y)::cz-f-yzZl}.

Esercizio 92

Sia f : B? — B definita da

Flay) = 4 T per (3,) #(0,0)
’ 0 per (z,y) = (0,0)

a) Dire se f & continua in (0, 0).
b) Dire se f & differenziabile in {0, 0).
Esercizio 93

Studiare il problemia di Cauchy

{y’ = log (2—‘-‘111_;? )
y(0) =1

e tracciare un grafico approssimativo della soluzione.

Esercizio 94

Calcolare I'integrale

/ f(lt2 - yz)e’+y)2da:dy
Q

dove



Esercizio 95

Dire per quali o > 0 st ha

log(|z| + |y} + 1)
dzd .
//1; (22 + % + D)o oy s

Esercizio 96

Dato il dominio D = {(z,y) € R?: |zy| < 1}, dire per quali « reali si ha

// (z? + ¥* + 1]%dzdy < +oo0.
D

Esercizio 97
Per ogni (zg,y0) € R2 — {(0,0)} si considerino il rettangolo

Q(zo,y0) = {(z,9) : |z| < |zol, [y| < |yol}

e la funzione

flzo o) = // (tz-{-s?)idtds.
Q(za,yo)

a) Dimostrare che f si pud estendere con continuitad a R2.
b) Dire se tale estensione & di classe C*.

Esercizio 98

Sia data una successione di polinomi di 3™%t#"™° grado
P.{z) = anz> + bpz? +cnz + dn,

tale che il limite
limp oo Pr(z) = f(2)

esiste finito per ogni z € R.

Provare che:

a) le successioni (an), (bn), (¢n), (dn) dei coefficienti sono limitate;
b) f(z) & un polinomio;

c) la convergenza P,(z) — f(z) & uniforme sui compatti di R.

-

Esercizio 99

= [ [ ey,
J JB,

dove B, la palla di R? di centro (n + é,,0) e raggio n.
Provare che se

é > V2nn
allora

i .
Zln<oo.

n=1

Sia



Esercizio 100

Siano a e ( due forme differenziali lineari, continue su tutto R? e tali che esiste’ una funzione
¥ :R? x R? — R per cui |

~

/7ﬁ=¢(p,q)/7& | o (0.1)

per ogui curva v di estremi p, q.

Provare che: ‘

a) se ¥(p,¢) = A (costante), allora 8 = Ac;

b) se ¥(p, q) non & costante, allora o ¢ § sono forme esatte.

Trovare pol un esempio di @ e § verificanti (0.1) per qualche ¥(p, ¢) continua e non costante.

Esercizio 101

a) Sia f : R? — R una funzione L-lipschitziana; provare che per ogni (zo, yo) ed ogni r

// F(z.9) — F(zo, w)ldzdy < Cr°,
Br(xu,yo)

e trovare la migliore costante C (in funzione di L).
b) Mostrare che se f & di classe C! e

// £(z,9) — F(z0, yo)ldzdy < Cr*,
B (zo.y0)

per ogni (xo,yo) ed ogni r, allora f & costante.

Esercizio 102

Sia (u{t), v(f)) una soluzione del sistemna di equazioni differenziali

con le condizioni iniziali

u(0)=a>0
v(0) =5 2>0.

a) Provare che u(t) > 0, v(t) > 0. ‘
b) Provare che se a # b allora u(t) # v(t) per ogni t.
c) Provare che se a > 0, b > 0 allora non pud essere T' = +co0.

Esercizio 103

Sia f : [0,4c0) — [0,+0c0) una funzione continua, e sia (6,) una successione di numeri reali
positivi. Ponlamo

dn
an =/ f(nz)dz:
0
a) Provare che se §,, = n®, con ¢ € R, allora

D <400 Y an < +oo. (0.2)

b) Provare che se f & limitata, allora (0.2) vale per ogni successione (,).

. +o0
¢) Provare che se / f(z)dz < +oo allora (0.2) vale per ogni (6, )-
o]
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AT

N e
I >\\\ ;
A



Esercizio 104
Provare che per qualche costante § > 0 si ha
e= >6(z+y)  V(z,y) €RE .

Determinare la costante ottimale.

Esercizio 105
Sia (ax) una successione di reali non negativi. Provare che se
(Sa) =S at<s
k=1 k=1

allora tutti gli ax sono nulli tranne al pii uno.

Esercizio 106
Sia f : R — R di classe C1, e siano u, v due soluzioni dell’equazione
V' = fly)
tall che
u(0) < v(0), u'(0) < v/(0).
a) Provare che, in generale, non & vero che
u(z) < v(z) per ognizr > 0. (0.3)

b) Provare che se f & crescente, allora (0.3) & valida.

Esercizio 107
. Sia f(z,y) una funzione di classe C! definita in R? tale che
flz,y) =0

sulla retta A = {(z,y) € R?: z = y}.
a) Provare che ‘

fz=~f, suA.
b) Provare che la funzione

flz,y)
T—y

g(z.y) = (z,y) ¢ &

& estendibile con continuiti ad R2.

c) Si pud estendere il risultato di (b) al caso in cui

R (C2) .
g( ,y)————(ﬁ(x,y) (z,9) ¢ &

per una arbitraria funzione ¢ di classe C* che si annulla solo in A?



Esercizio 108

Sia g : R —3 R la funzione cosi definita

- /'/la(O,Itl) fl=z,y)dzdy, .

dove B(0,r) & la palla di R? di centro (0,0) e raggio r, mentre f : R? — R & una data funzione
continua. a) Mostrare che g(t) & continua su R. ‘

b) Mostrare che g(t) & derivabile in ¢t = 0.

c) Mostrare che, in generale, b) non & pii valida quando la funzione f & continua solo su R2-(0,0)
e assolutamente integrabile su B(0,1).

Esercizio 109

Sia f : B* — B una funzione di classe C? tale che
IV/(z, 9)| #0, Y(z,y) R (0.4)

a) Provare che per A = supg= f e anche per A = infg- f esiste una successione (zn,yn) per cui (per
n —r o0)

(Zn,yn)] — 0, € f(Zn,yn) — A (0.5)

b) Provare che (0.5) vale per ogni A reale con inf f < A < sup f.
81 puo dire che, se vale (0.5) per ogni A con inf f < A < sup f, allora vale necessariamente

c)
(0.4)
Esercizio 110

Sia f : R — R una funzione continua tale che
[ 75| < 1) = )1 + 1627 04)
N

per ogni curva rettificabile v : [0, 1] — R? di lunghezza I(7); provare che f = 0.

Dire poi se la stessa conclusione resta valida quando la (0.6) & soddisfatta, anziché per ogni curva
v, solo per:

a) tuttl i segmenti ¥;

b) tutte le semi-circonferenze v;

c) tutte le semi-ellissi v.

"Esercizio 111

Sia {fa} una successione di funzioni di R in R tale che f,(z) — 0 per £ — +o00, per ognin € N.
a) Supponendo che la serie

=3 fala) (0.7)
n=1 !

converga uniformemente su tutto R, provare che f(z) — 0 per z — +o0.
b) Dire se la stessa conclusione & valida se la serie (0.7) converge solo puntualmente.

Esercizio 112

Sia f : R™ — R una funzione continua nonnegativa.
a) Provare che per ogni z3 € R” la funzione

Py 11— f(z)d=z ‘ )
jz—=zol<r

¢ (debolmente) crescente.

b) Viceversa, provare che se per ogni zo € R” le funzioni ¢, sono (debolmente) crescenti, allora
f(z) > 0.



Esercizio 113

Trovare una funzione f : R™ — R (possibilmente continua) che non verifichi la condizione

« ‘

lim  f(z,y) =0,

[(z,y}f—+o0

ma che verifichi invece

lim flz,y) =0,

z.y)|—c0, (z.y)Er

per ogni retta r passante per l'origine.

~
P -
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Facoltd di Ingegneria — A.A. 1997/98
Analisi Matematica D.U. (dott. Bruno Rubino) II semestre

Primo parziale L’Aquila, 30 aprile 1998

Durata della prova: 2 ore

Esercizio 1

Calcolare

zsin(z? + y?)
m ——
(z,4)—(0,0) 2x2 4 392

Esercizio 2
Dimostrare che ’equazione
z? +sin(z? +y) +log(1 +4%) =0

definisce implicitamente una ed una sola funzione y = ¢(z) in un intorno dell’origine.

Esercizio 3
Calcolare il massimo ed il minimo assoluto della funzione
flz,y)=z~y

2

sul dominio {(:c,y) ER?: 4 991 < l}.

Esercizio 4

Calcolare

/log {(z - 1)*(z+3)%} dz

Esercizio 5

Studiare la convergenza dell’integrale improprio =
+o0

0

Qc\
i % \"-".\ i

1 P
S—— ,l — ;
C



| Facolta di Ingegneria — A.A. 1997/98
Analisi Matematica D.U. (dott. Bruno Rubino) II semestre

Secondo parziale L’Aquila, 28 maggio 1998

Durata della prova: 2 ore

Esercizio 1
Si studi la convergenza della serie

il n? +2
Og n2+1 .

n=1

Esercizio 2

Si studi la convergenza puntuale e uniforme della serie di potenze .

> n

n
Z 17‘2_‘_3:B )
n=1

Esercizio 3

Si risolva il problema di Cauchy

v =2y+2% perz >0,
y(1) =0.

Esercizio 4
Si risolva il problema di Cauchy

Y’ =6y +9y =€,
y(0) =0,
¥ (0) = 0.

Esercizio 5

Si risolva il problema di Cauchy

{yl — ezz‘-y, e
y(0) = log 2. 7 /.\\\\



Facolta di Ingegneria ~ A.A. 1997/98
Analisi Matematica D.U. (dott. Bruno Rubino) II semestre

Secondo parziale bis L’Aquila, 1 giugno 1998

Durata della prova: 2 ore

Esercizio 1

Si studi la convergenza della serie
o0

n+2
Zlog(n+l>.

n=]

Esercizio 2

Si studi la convergenza puntuale e uniforme della serie di potenze

Esercizio 3

Si risolva il problema di Cauchy

Yy =2zy+23
y(0) =0.

Esercizio 4

Si risolva il problema di Cauchy

v -2 +y=e,
y(0) =0, ,
y(0)=0. . g

Esercizio 5

Si risolva il problema di Cauchy

y/ = e?.—-'.!y’
y(0) = log 2.



e Facoltd di Ingegneria — A.A. 1997/98
. Analisi Matematica D.U.,

L’Aquila, 1 giugno 1998

Durata della prova: 3 ore

Esercizio 1

Si studi la funzione -

flz) = sin{mwz)

z-—1

tracciandone poi un grafico approssimativo.

Esercizio 2
Calcolare il limite

) !'3—3+2:cos:z:-—sina:
lim = 3
z=0  r?log(l+ z%)

Esercizio 3

Calcolare il massimo ed il minimo assoluto della funzione

flz,y) ==

sul dominio {(z,y) € R?: (z+1)2+y% < 1}.

Esercizio 4

Calcolare l’integrale indefinito

/ (z+ 1) (z —1)2 dz

Esercizio 5

Si studi la convergenza della serie

nd+5

= nV/n+ 3
2

Esercizio 6

Si risolva il problema di Cauchy

{3/ =2z(y® + 1),
y(O) = (0.

;/ QS \_)



Facoltd di Ingegneria — A.A. 1997/98
_ Analisi Matematica D.U. .

Esercizio 1

Si studi la funzione

3 -3z +1
2+z

flz) =

L’Aquila, 16 luglio 1998

Durata della prova: 3 ore

tracciandone poi un grafico approssimativo.

Esercizio 2

Calcolare il limite

i T —sinz
250 log{1 +z3)°

Esercizio 3

Calcolare il massimo ed il minimo assoluto della funzione

9

flzyy) ==~

sul dominio {(z,y) € R?: 2%+ y?

Esercizio 4

Calcolare Pintegrale indefinito

/ z+2 d
2338322+ -3 z

Esercizio 5

Si studi la convergenza della serie

Esercizio 6

Si risolva il problema di Cauchy

{;/ =
y(O) =90

< 4}.

e si tracci poi un grafico approssimativo della soluzione.



e

Facolta di Ingegneria — A.A. 1997/98
. Analisi Matematica D.U..

L’Aquila, 14 settembre 1998

Durata della prova: 3 ore

Esercizio 1

Si studi la funzione

zlogz

flz) = l+z

tracciandone poi un grafico approssimativo.

Esercizio 2

Calcolare il limite

. < 1 1>
limz {sin — 4+cos— ).
r—0 xr A

Esercizio 3

Dimostrare che il punto (0,0) & per la funzione

2
flz,y) = —-%— + log (1+x2+y2)

un punto-di minimo relativo.

Esercizio 4

Calcolare

/1/2 z2+z+1
—e . dz.
o (z+2)(z2~1)

- Esercizio 5

Si studi la convergenza della serie

Esercizio 6
Si risolva il problema di Cauchy

¥y +3y +2y =0,
y(0) =1,
y(0)=-1



Corso di Laurea in Matematica
Prova scritta di Analisi.Matematica II - I Appello

L’Aquila, 4 Giugno 1997 (Prof. Piero D’Ancona)

Esercizio 1

Sia data la serie di funzioni
n zh4n
Z(—l) p2n + n2’
n>1
o Determinarne l’insieme di convergenza puntuale.

o Determinarne gli intervalli di convergenza totale.

o Determinarne gli intervalli di convergenza uniforme, limitatamente alla semiretta [—1, 4-o0[.

Esercizio 2

Sia data la funzione

_ (—T——y——fnr'i se (z,y) # (0,0),
fz.y) = {0 7 se (z,y) = (0,0).

Si studi, al variare del parametro « > 0, continuita, derivabilita e differenziabilita nell’origine. Per
quali valori di « la funzione & di classe C*?
Esercizio 3

Sia dato il problema di Cauchy

{y' =yly-t)(y* +t* -1)
y(0) = a, a eR.

o Trovare per quali valori di « si ha esistenza ed unicitd di una soluzione locale.

¢ Esistono valori di « per cui la soluzione esiste per ogni ¢t > 0, o per ogni t < 0, oppure &
globale? Esistono valori di « per cui si ha sicuramente esplosione?

e Studiare il comportamento della soluzione per ¢ ~—+ o0 (quando & possibile).

Tracciare un grafico approssimativo delle soluzioni al variare di a.

Esercizio 4
Data la funzione
Flz,y) =z'y+2’y+z+y",
e detto C il suo luogo di zeri, verificare che in (0,0) € C sono soddisfatte le ipotesi del Teorema del

Dini almeno rispetto ad una delle variabili z, y, ed esprimere C in forma cartesiana in un intorno di
(0,0) al quarto ordine. '

\\
,,Q\
N,



Corso di Laurea in Matematica
Prova scritta di Analisi Matematica I1 - IT Appello

L’Aquila, 30 Giugno 1997 (Prof. Piero D’Ancona)

Esercizio 1

Sia data la serie di funzioni

Y

a1 (log (2 + enz?)]
o Determinarne 'insieme di convergenza puntuale.
o Determinarne gli intervalli di convergenza totale.

o Determinarne gli intervalli di convergenza uniforme.

Esercizio 2

Sia data la funzione
flz,y) = zsin (l:z:z - y|) .
Si determinino gli insiemi di continuitd, derivabilita, differenziabilita di f, e P'insieme su cui f &

Ct.

Esercizio 3

Sia dato'il problema di Cauchy

¥ = y(y —sint)
y(0) = o, o e R.

e Studiare le soluzioni per o < 0,1 > 0. Esistono valori di & < 0 per i quali la soluzione esplode
per t positivi?

¢ Studiare le soluzioni per a > 0, ¢ > 0. Esistono valori di & > 0 per i quali la soluzione esplode
per t positivi? Inoltre, fissato T > 0, & possibile trovare ¢ > 0 per cui la soluzione esiste
almeno su [0, T]?

+ Esistono valori di @ > 0 per i quali la soluzione esiste per tutti i tempi ¢ > 0?

o Completare lo studio per t < 0 e tracciare un grafico approssimativo delle soluzioni.

Esercizio 4

Sia data la forma differenziale
oy _ydy+zdr
W(l,y) - x2+y2_11

definita sui due aperti

le{(z,y)EIR2: 12+y2<1}, Qg:{(:,y)EIRz: 3:2+y2>1}
e Dire se w & chiusa su 2, Q5. )

¢ Usando le proprieta generali delle forme diﬂ'érenziali, dire se w & esatta su ;, Q2 e in caso
affermativo calcolarne tutte le primitive.

TN
/'f"‘\' -
F= \\
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Corso di Laurea in Matema,tica
Prova scritta di Analisi Matematica II - IIT Appello

L’Aquila, 17 Luglio 1997 (Prof. Piero D’Ancona)

Esercizio 1

Sia data la serie di funzioni
Z (sin z)"
S + z?
¢ Determinarne 1’insieme di convergenza puntuale.
o Determinarne gli intervalli di convergenza uniforme.

e Determinarne gli intervalli di convergenza totale.

Esercizio 2

Sia data la funzione

flz,y) = {E;ﬁz—a%ﬁ se (z,y) # (0,0),

4+ y
0 se (zay) = (0’0)'

Si studi, al variare del parametro «, continuita, derivabilita e differenziabilita nell’origine.

Esercizio 3

Sia dato il problema di Cauchy

;o y? +siny
4 1?2 +sint+1

¥(0) = a, a €R.
o Trovare per quali @ si ha esistenza ed unicita di una soluzione locale.
» Esistono valori di o per cui la soluzione & globale?

o Tracciare un grafico approssimativo delle soluzioni al variare di a.

Esercizio 4

Usando i teoremi di passaggio al limite sotto integrale, calcolare

lim // Jnl(z, y)dzdy,
n—oo B(0,n) ( ) Y

dove B(0,n) & la sfera di raggio n con centro I'origine, mentre f,(z,y) & la funzione

_ 2 —z2ay?
nTxye ~
falz,y) = nrye

n? +sin’y



Corso di Laurea in Matematica
Prova scritta di Analisi Matematica II - IV Appello

L’Aquila, 22 Settembre 1997 (Prof. Piero D’Ancona)

Esercizio 1

Sia data la serie di funzioni

S

n>1

e Determinarne I’insieme di convergenza puntuale.

e Determinarne gli intervalli di convergenza uniforme.

o Determinarne gli intervalli di convergenza totale.

Esercizio 2

Si determinino massimo e minimo assoluto della funzione
fz,y) = 2* + 3y° — 6y

sul dominio

C={z+(y-3)*<1}.

Esercizio 3

Sia dato il problema di Cauchy

y = zye™™
y(0) =a, a€R.

o Trovare per quali « si ha esistenza ed unicita di una soluzione locale e studiarne le simmetrie.

Dimostrare che per a > 0 la soluzione esiste globalmente per tutti gli z > 0.

Dimostrare che per o > 0 la soluzione non & globale per tutti gli z < 0.

[Facoltativo] Cosa si pud dire del limite della soluzione per £ — +o0 (a > 0)7

Esercizio 4

Sia dato
C={(z,y,2z) € R®: z*y + ysinz + z +sin(zyz) =0,
e*¥ —e~% +log[(1+ 2)(1 — zy)] = 0}.

¢ Dimostrare che in un intorno di (0,0, 0) si possono esplicitare su C due coordinate in funzione
della terza, e precisamente

{1‘=-’c(y)

2=z (y)

o Trovare tale parametrizzazione con un errore o (y?).

s [Facoltativo] Trovare tale parametrizzazione con un errore o (y"), n € N.

//;‘T{ ~':\\\
[ b
- 2 )



Corso di Laurea in Matematica — A.A. 1996/97
Analisi Matematica II (Programma Prof. Piero D’Ancona)

L’Aquila, 19 gennaio 1998

Durata della prova: 3 ore

Esercizio 1

Sia data la serie di funzioni

Sy R
et n? + log(1 + z2)

s Determinarne l'insieme di convergenza puntuale.
s Determinarne gli intervalli di convergenza uniforme.

e Determinarne gli intervalli di convergenza totale.

Esercizio 2

Posto D, = {(z,y) € R?: L <z<n, 0<y< L} direse @ finito o infinito il limite

: 3/27,4 2
nlgl;lo//:r log (1 +2y?) dz dy.
2

Esercizio 3

Studiare il problema di Cauchy

{y' = /Ty — 1] (1 + log(y))

y(0) = a,

al variare di « > 0, tracciandone poi un grafico approssimativo.

Esercizio 4
Dire se il seguente insieme
G={(rv.7) R 0g2 <1, 2V y<avE, 2274 37 < 2 < 42”4 647

¢ misurabile e calcolare lintegrale

// |z]log (2* + 222 + 33?) dz dy dz.
4

T
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Corso di Laurea in Matematica — A.A. 1996/97
Analisi Matematica II (Programma Prof. Piero D’Ancona)

L’Aquila, 6 febbraio 1993

Durata della prova: 3 ore

Esercizio 1

Studiare la convergenza puntuale e uniforme della successione di funzioni

nz
nlz) = — t , —n.
fa(2) arctan (n+z> se zF# —n

Esercizio 2

Hah) = [[(e% +47) dody
£(a,b)

dove £(a,b) & lellisse di semiassi a, b centrata in (0,0). Trovare sup e inf di I{a,d) sotto la
condizione a + & = 3.

Sia

Esercizio 3

Si consideri il problema di Cauchy

{y' = (y+ Bsin’ z) - log (log (y + f cos® z)) - log(y)
y(0)

:Cl,

nel semipiano = > 0. Risolvere il problema di Cauchy nel caso particolare & > 1, 8 = 0.

Siaora f = 1 e & > 0. Studiare il comportamento qualitativo delle soluzioni tracciandone il grafico. -
In particolare,

e analizzare il caso particolare o = ¢;
e analizzare ilcaso 0 < @ < 1;

[Facoltativo] analizzare il caso generale @ > 0.

Esercizio 4

Calcolare
hm_//z—y Slnw.—y)d:z:dy,
n—oo 11~ 1 + - y)

dove D, = {.(l‘ y) ER?: |z|+ |yl < "}

/\
/\f"i\\

\
\wu )
Y.



- Corso di Laurea in Matematica — A.A. 1996/97
Analisi Matematica II (Programma Prof. Piero D’Ancona)

L’Aquila, 18 febbraio 1998

Durata della prova: 3 ore

Esercizio 1

Sia data la serie di funzioni

>

et (nz?+1)

log (1 + m:ze“”"'?)

2

o Determinarne l’insieme di convergenza puntuale.
e Determinarne gli intervalli di convergenza uniforme.

e Determinarne gli intervalli di convergenza totale.

Esercizio 2

Si consideri la funzione

y o

nel quadrante Q = {(:L',y) eR?: z2>0,y> 0}.
e Provare che f & limitatasu QN By, dove By = {(z,y) e R?: 22 +y? < 1}.
e Provare che f & continua su Q.

o Provare che f & estendibile con continuita a tutto Q.

Esercizio 3

Studiare il problema di Cauchy
v =Vl =1 v
y(0) = ¢,

al variare di o € R, tracciandone poi un grafico approssimativo.

Esercizio 4

Per ogni intero positivo k, disegnare I’insieme

1 1
& = {(t,y,z)EIR3: > Y> o 4’ +yf <z < %, (1—kz)2§(4::2+y2)k2}.

Dire se
: . -
{ gk e m Ek

1

sono misurabili e se sono di misura finita..

e N,
-5 ™
1 £

/ I )\
\ /‘-N'/‘“ ’



Corso di Laurea in Matematica
Prova scritta di Analisi Matematica II - 1 Appello

L’Aquila, 8 Giugno 1996 (Prof. Piero D’Ancona)

Esercizio 1

Sia data la serie di funzioni

S (VR - ).

n>1
o Determinarne ’insieme di convergenza puntuale.

o Determinarne gli intervalli di convergenza uniforme e totale.

Esercizio 2

Calcolare massimi e minimi assoluti della funzione f : 7 — R definita come
f(z,y) =cosz+2cosy

dove 7 & il triangolo di vertici (0,0), (0, —x), (2w, —m).

Esercizio 3

Sia dato il Problema di Cauchy

;L t
v _tany{—t -
yo) =a, o<z

e Trovare per quali « si ha esistenza ed unicita di una soluzione locale.

o Esistono valori di « per cui la soluzione & globale?

Tracciare un grafico approssimativo delle soluzioni al variare di a.

Esercizio 4

Sia data la forma differenziale, definita su R?\ {"(0, 0)},

™ 3,2
Ry e EY
l.o_*_ys 26+y5

wiz,y) = dy.

« Trovare per quali (n, m) € N? la forma differenziale & chiusa.

» Esistono valori di (n, m) € N? per cui la forma differenziale & esatta?



Corso di Laurea in Matematica
Prova scritta di Analisi Matematica II - II Appello

L’Aquila, 29 Giugno 1996 (Prof. Piero D’Ancona)

Esercizio 1

Sia data la serie di funzioni

Z <sing(z‘) + _;2;)""‘

n>1

cos T
n

o Determinarne l'insieme di convergenza puntuale.

o Determinarne gli intervalli di convergenza uniforme e totale.

Esercizio 2

Sia data la funzione

_fzem=lY sey#0,
f(xxy)_{o sey:O.

Si studi continuita, derivabilitd, differenziabilita della funzione su tutto R2

Esercizio 3

Sia dato il Problema di Cauchy

v =y Inly -t
y(0) = «, aeR.

Trovare per quali « si ha esistenza ed unicita di una soluzione locale.

Esistono valori di « per cui la soluzione & globale?

Tracciare un grafico approssimativo delle soluzioni al variare di .

Esistono valori di « per cui la soluzione ammette asintoti obliqui?

Esercizio 4

Sia v il luogo di zeri della funzione F : R? — R definita come
F(z,y) = Y —y—~1.

Verificare in quali punti di v si pud applicare il Teorema del Dini, distinguendo i punti dove si pud
esplicitare z in funzione di y e quelli in cui si pud esplicitare y in funzione di z. In particolare,
dimostrare che in un intorno dell’origine si pud esprimere v tramite una funzione f che esplicita =
in funzione di y, cioé £ = f(y). Trovare lo sviluppo della funzione f al secondo ordine.

TN
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Corso di Laurea in Matematica
Prova scritta di Analisi Matematica II - III Appello

L’Aquila, 22 Luglio 1996 (Prof. Piero D’Ancona)

Esercizio 1

Sia data la serie di funzioni

S +etz

n>1
o Determinarne l’insieme di convergenza puntuale.

o Determinarne gli intervalli di convergenza uniforme e totale.

Esercizio 2
Calcolare massimi e minimi assoluti della funzione f : A — R definita come
fle,y) =zt + 2% —y* — 2

dove A & 'insieme definito da

A={(z,y): 2 +y*21/4, —-1<z<0, 0<y<1)

Esercizio 3

Sia dato il Problema di Cauchy

2
y':ysln(l+t )
lyl

y(0) = o, a € R.

Trovare per quali « si ha esistenza ed unicitd di una soluzione locale.

Esistono valori di o per cui la soluzione & globale? e valori di « per cui la soluzione non &
globale?

e Tracciare un grafico approssimativo delle soluzioni al variare di a.

*

. .- . - . s . . - - . .
Esistono valori di « per cul la soluzione ammette asintoti orizzontali e/o obliqui?

Esercizio 4

Facendo uso del teorema di Beppo Levi, dimostrare che la funzione f(z) = l—_-'_l—;,- & sommabile

su R ed il suo integrale coincide con l'integrale di Riemann in senso improprio fj:: ﬁ;ds {ciog
. +c 1

lim [T T357ds).

[l de o)
Stessa domanda per la funzione g(z) = 5’&2—21, teR.

Sia H(t) = fm sin(tz) 45. Dire se la funzione H : R — R & continua.

oo 14s2



Corso di Laurea in Matematica
Prova, scritta di Analisi Matematica II - IV Appello

L’Aquila, 13 Settembre 1996 (Prof. Piero D’Ancona)

Esercizio 1

Sia data la serie di funzioni

S SR

n>1

o Determinarne |’insieme di convergenza puntuale.
e Determinarne gli intervalli di convergenza uniforme.

e Determinarne gli intervalli di convergenza totale.

Esercizio 2

Sia data la funzione

fz,y) = {W S s (2,9) #(0,0),
0 se (I,y):(0,0)

Si studi, al variare del parametro o > 0, continuita, derivabilita e differenziabilita nell’origine.

Esercizio 3
Sia dato il Problema di Cauchy
, y4 — t2
R
y(0) =a, aeR.

e Trovare per quali e si ha esistenza ed unicita di una soluzione locale.

¢ Esistono valori di o per cui la soluzione & globale?
e Tracciare un grafico approssimativo delle soluzioni al variare di c.

Sia g la soluzione corrispondente ad o = 0. Dimostrare che esistono i limiti

lim (7% ~t?)

t—too

e calcolarli.

Esercizio 4

Sia f : R? — R una funzione continua che vale 0 sull’insieme
I={(z,9): (z~y)(z+y—-2) =0}
Dimostrare se le seguenti affermazioni sono vere o false:
i. f non é differenziabile;
i, f no;l puod annullarsi in punti diversi dall’insieme T;
iil. f ha necessariamente massimo assoluto su R?;

iv. il punto (1, 1) & necessariamente punto__sélla per f.
4 $."/\'~.
(’ A~

» A
(‘\/ \.\ 1



Corso di Laurea in Matematica,
Prova scritta di Analisi Matematica I1I - V Appello

L’Aquila, 2 Ottobre 1996 (Prof. Piero D’Ancona)

Esercizio 1

Sia data la serie di funzioni

Z( " n log (z? +n)

2
n>1 L+mn ‘Il

e Determinarne I'insieme di convergenza puntuale.
o Determinarne gli intervalli di convergenza uniforme.

s Determinarne gli intervalli di convergenza totale.

Esercizio 2
Sia data la funzione
f(z,y) =sin|z +y| +sin|z —y|.

Determinare, se cid ha senso, massimo e minimo di f sul disco {z? + 32 < #2}.

Esercizio 3

Sia dato il Problema di Cauchy

{y’ = (y-12) (y—2t%)

y(0) = a, ax € R.

* Trovare per quali a si ha esistenza ed unicitd di una soluzione locale.

Dimostrare che esistono valori di o per cui la soluzione non & globale.

Tracciare un grafico approssimativo delle soluzioni al variare di a.

e Trovare un valore ag > 0 per cui il problema di Cauchy non ammette soluzione globale.

-

Esercizio 4

Sia T il luogo dei punti (z,y, z) € R3 che verificano le condizioni

e —(z+y)sin(zc+y)+log(l+z+2)—-1=0
ztan(zy) + log(l + z) + arctan(y — z) = 0.

Verificare che si pud descrivere T', in un intorno dell’origine, nella forma

fz=a0

y = g(z)

ed esprimere (f,g) al primo ed al secondo ordine nell’intorno di z = 0.

+



=

Corso di Laurea in Matematica,
Prova scritta di Analisi Matematica I - VI Appello

L’Aquila, 21 Gennaio 1997 (Prof. Piero D’Ancona)

Esercizio 1

Sia data la serie di funzioni

SO (=1 (f— +efln — 1) .

n>1
s Determinarne ’insieme di convergenza puntuale.
¢ Determinarne gli intervalli di convergenza totale.

o Determinarne gli intervalli di convergenza uniforme.

Esercizio 2
Data la funzione di due variabili
flo,y) =y ev™,
determinarne i punti di massimo e di minimo sull’insieme

Q={(z,y) eR?*: |z] <2, |y| <2}.

Esercizio 3

Sia dato il problema di Cauchy

;o _y=t?
¥y = y—cost
y(0)=«a, c€R.
e Per quali valori di « si ha esistenza locale?

s Per quali valori di & la soluzione esiste per ognit < 07

o Per quali valori di « la soluzione esiste per ognit > 07

Tracciare un grafico approssimativo delle soluzioni al variare di c.

Esercizio 4

Sia © = R?\ {(0,0)}. Trovare tutte le funzioni (s) di classe C?, definite su ]0, +oo, tali che la

forma su Q
w(z,y) = a(z’ + %)y dz — a(z? + 1)z dy

& chiusa, e tutte quelle per cui w & esatta.



Corso di Laurea in Matematica
Prova scritta di Analisi Matematica II - I Appello

L’Aquila, 22 Maggio 1995 *  (Prof. Piero D’Ancona)

Esercizio 1

Data la serie di funzioni
g (n?)
5 [eos? (2],
n
n>1
o determinarne 'insieme di convergenza puntuale,
o dimostrare che essa converge uniformemente sugli intervalli della forma [a,b] con b > a > 0,

o dimostrare che essa non converge uniformemente sull’intervallo {1, +col.

Esercizio 2

Calcolare i massimi e i minimi della funzione f : B — R data da
- Flz,y) = el¥l=="=¢"

sull’insieme

B{(:L',y): z? + 7 gl}.

Esercizio 3

Sia dato il problema di Cauchy

{ =yt -ty

y(0) = o

o Mostrare che si ha esistenza e unicita di una soluzione locale. Esistono valori di e # 0 per cui
la soluzione & globale?

» Esistono valori di a per cui la soluzione non & globale?

o Se possibile calcolare i limiti per t = %oo delle soluzioni.

Tracciare inoltre un grafico approssimativo delle soluzioni.

Esercizio 4
Sia V il luogo di zeri della funzione
flz,y) = z? — 2zy — yz.

Descrivere P'insieme V e verificare che il Teorema del Dini vale in tutti i punti di esso tranne che
nell’origine.



Corso di Laurea in Matematica,
Prova scritta di Analisi Matematica II - II Appello

L’Aquila, 19 Giugno 1995 _  (Prof. Piero D’Ancona)

Esercizio 1
e Studiare la convergenza puntuale ed uniforme della successione di funzioni
1 . [sin(z")
— —_— 0
fulz) = xnsm( pores > T #
0 z = 0.

Si consideri ora la serie

Z fa(z).

n>l
¢ Determinarne I'insieme di convergenza puntuale.

e Determinarne gli intervalli di convergenza uniforme.

Esercizio 2

Sia data la funzione di due variabili definita come

e (55) 1o

0 r =y’

¢ Determinare I'insieme in cui la funzione risulta continua.
e Determinare 'insieme in - cui la funzione risulta derivabile.

e Determinare I'insieme in cui la funzione risulta differenziabile.

Esercizio 3

Sia dato il problema di Cauchy

{y’ = cos(z) + cos(y)
y(a) =0, a€R.

o Mostrare che per ogni valore di & la soluzione & globale.
¢ Mostrare che per ogni valore di o la soluzione & limitata.
e Esistono i limiti della soluzione per z — o0? .

¢ In quanti punti la soluzione y(z) attraversa l’asse y = 07

Tracciare un grafico approssimativo delle soluzioni al variare di .

Esercizio 4

Sia data la forma differenziale
= 4 Y4 2 d
w—m I+m y+(tan (Z)+1) Z.
e Verificare che si tratta di una forma differenziale chiusa.

¢ Dimostrare a priori se & una forma differnziale esatta e in tal caso calcolarne una primitiva.

e Calcolare [w dove 7 & il segmento che va da (1,1, - a (—%, -32@, -})
Y



Corso di Laurea in Matematica
Prova scritta di Analisi Matematica II - III Appello

L’Aquila, 3 Luglio 1995 (Prof. Piero D’Ancona)

Esercizio 1

Sia data la serie di funzioni

S (-en()

Determinarne l'insieme di convergenza puntuale.

Determinarne gli intervalli di convergenza uniforme.

C’& convergenza uniforme su tutto R?

Esistono degli intervalli di R su cui ¢’¢ convergenza totale?

Esercizio 2
Sia data la funzione di due variabili definita come

flay) = (z - y?) tan (a9?) .
Calcolare ’hessiano H f (0, 0), verificando che non & definito né positivo né negativo. Dimostrare
poi che (0 0) non & né un punto di minimo né& di massimo. e
Esercizio 3

Sia dato il Problema di Cauchy
{y’ =22 - 3

y(0) = ¢, a < 0.

¢ Mostrare che si ha esistenza ed unicita di una soluzione locale. Esistono valori di « per cui la
soluzione & globale?

¢ Se possibile calcolare i limiti per z — oo delle soluzioni. Ci sono soluzioni con asintoti
orizzontali? P

o Dimostrare che se 2 — y® ha limite per z — +oo (finito o infinito), allora il limite & 0.

¢ [Facoltativo] Dimostrare che il limite suddetto esiste (e quindi & 0).

Tracciare un grafico approssimativo delle soluzioni al variare di c.

Esercizio 4
Calcolare, se cid ha senso, l'integrale
A y .
//—2:—2 dz dy,
A

dove

A={(z,9) eR?*: 1 <zy< 2, 2% < y < 4z?}



Corso di Laurea in Matematica,
Prova scritta di Analisi Matematica IT - IV Appello

L’Aquila, 18 Settembre 1995 (Prof. Piero D’Ancona)

Esercizio 1

Sia data la serie di funzioni
n

(1)
E .
n -T
n>1 \/— +e
o Determinarne l'insieme di convergenza puntuale.

o Determinarne gli intervalli di convergenza uniforme.

o Determinarne gli intervalli di convergenza totale.

Esercizio 2

Sia data la funzione di due variabili definita come
3

_ 2L per (2,9) # (0,0)
flz,y) = {a wy ver (o.4) = (0.0).

o Dimostrare che esiste un valore g di o per cui f & continua su R2.
Sia ora a = ap:
o Trovare I'insieme di R? su cui f & derivabile;

o Trovare linsieme di R? su cui f & differenziabile.

Esercizio 3

Sia dato il Problema di Cauchy

{y’ = ylog(z +y)
y(1) = @, a€eR.

e Trovare per quali valori di o € IR si ha esistenza ed unicita di una soluzione locale.
e La soluzione & globale per o < 07

+ La soluzione & globale per « > 0 ed z > 07~

o La soluzione & globale per @ > 0 ed z < 07

Tracciare un grafico approssimativo delle soluzioni al variare di a.

Esercizio 4

Sia data la forma differenziale

z a(y)
= d .
CEE Tt E g W

¢ Dimostrare che esistono funzioni a (y) per cui tale forma & chiusa.
Supponiamo d’ora in avanti che a (y) sia una delle funzioni per cui w & chiusa.

¢ La forma differnziale & anche esatta?

e Nel caso in cui la risposta alla precedente domanda sia affermativa, calcolare una primitiva
per la forma differnziale w.



Corso di Laurea in Matematica
Prova scritta di Analisi Matematica II - V Appello

L’Aquila, 7 Ottobre 1995 (Prof. Piero D’Ancona)

Esercizio 1

Sia data la serie di funzioni

> (1vm) (2

n>l

o Determinarne 'insieme di convergenza puntuale.
e Determinarne gli intervalli di convergenza uniforme.

¢ Determinarne gli intervalli di convergenza totale.

Esercizio 2

Sia data la funzione di due variabili definita come
flzg) = e M) (22 4 2) 2

Dimostrare che esistono n&inf e max f, dove
A={(z,y) eR?*: 220, y >0}

e calcolarli.

Esercizio 3

Poniamo

1— SB¥ pep gy =£Q
= ¥
F ) {0 per y = 0.

¢ Dimostrare che f & derivabile.
Sia dato il Problema di Cauchy

{z/=f(y)
y(0) = a, c € R.

¢ Mostrare che si ha esistenza ed unicita di upa soluzione locale.
» Esistono valori di o per cui la soluzione & globale?

Tracciare un grafico approssimativo delle soluzioni al variare di c.

Esercizio 4

Sia dato

C={(z,y,2) eR®: tanz +sin(y + z — x) + cos (zyz) — 1 = 0,
log (1 + 4zyz) + arcsin{z + y) = 0}.

¢ Dimostrare che in un intorno di (0,0) si possono esplicitare su~C due coordinate in funzione
della terza, in particolare

'{2=r(y)

z=z(y)

s [Facoltativo] Trovare tale parametrizzazione con un errore o (¥?).



.

Corso di Laurea in Matematica,
Prova scritta di Analisi Matematica II- VI Appello

L’Aquila, 15 Gennaio 1996 (Prof. Piero D’Ancoga)

Esercizio 1

Sia data la serie di funzioni

n
(=) ———
Z( ) n? +sinz

n>1
o Determinarne I’insieme di convergenza puntuale.
o Determinarne l'insieme di convergenza totale.

¢ Determinarne 'insieme di convergenza uniforme.

Esercizio 2

Sia data la funzione di due variabili definita come

_ [ (=*+2%)* perz>0,
f(z9) {2:2+2y2 per z < 0.

Determinare per quali valori di o € R la funzione & continua in (0, 0), derivabile in (0, 0), differen-
ziabile in (0, 0).

Esercizio 3
Sia dato il Problema di Cauchy

y =y arctan(zy)
y(0) = o, a€R.

¢ Per quali valori di « si ha esistenza locale? E per quali valori la soluzione & globale?
e Se ci0 ha senso, calcolare 1 limiti per z — oo delle soluzioni.

e Determinare eventuali simmetrie delle soluzioni.

Tracciare un grafico approssimativo delle soluzioni al variare di a.

Esercizio 4

Calcolare, giustificando la risposta, il seguente limite:

n
. nx —_p?
lim e” T dz.
n—oo fq n<+x




Recupero del Parziale n. 4

Si tisst @ > 0 ¢ 51 consideri il problema di Cauchy

i o= '/:i.f:
glay =5

Diumostrare che la soluzione y, & definita per ogni ¢t > 0 e soddisfa le disegua-
ghanze

U<y, (ty <t perognit>0.

Recupero del Parziale n. 5 o)
Sia durn il sisrema di equazioni differenziali ordma?aa\\f
N

j.é- = — arctan{ v}
L;‘/ = arctan(z)

0
e Sistudil sistema lineare aasocmto\ (1}/nell intorno dell’origine.

e Dopo aver indagato aull/e:rsttmza\dr un integrale primo, disegnare appros-
simarivamente |= mbrt@de}’smt&ma (1).

N

Recupero del Parz1a1e n. 6

/,-
Verifirare ]uouagham 8
vetloriale

stabilita dal Teorema di Stokes in R3 per il campo

. Ny
A



Coorso di Laurea in Matematica — A.A. 1997/98
Analisi Matematica II (dott. Bruno Rubino)

L Aquila, 16 Settembre 1998 Recupero parziali

Durata della prova: 30 minuti per parziale da recuperare

Recupero del Parziale n. 1 o

Si consideri la funzione f: R3® — R definita da W

sinft(z® +y*)] .
Fltie y)y = {—\—t__— per t #0

27+ ¢ pert =0
e sl ponga /
1 /::\\
™ O
Flo= [ fit e, pad~) Y0
0\_\_ ‘\/y e
° O\

Provare che f & C1.

{(/\z\\‘ N

RecuperoidelParziale n. 2

Sia data la'fu ﬁz;i\on{e f: B? — R definita da

2+ 9yt < l,z+y >0}

o 3

AN 7
2N \ R . e
&N) N7 Recupero del Parziale n. 3
O
\\/ . Trovare tutte le soluzioni del seguente sistema di equazioni differenziali ordinarie

f‘_’u’ ~ =2

I“’ + 0 m oy —-u.
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