Richiami di teoria ed esercizi risolti

Un esercizio sui campi vettoriali irrotazionali e conservativi ....

Un esercizio sul teorema di Stokes ....

Un esercizio sul teorema di Gauss ....

Capitolo I — Funzioni analitiche di una variabile complessa 10

Capitolo II - Esercizi sulle funzioni analitiche di una variabile complessa 17

Capitolo III — Trasformata di Fourier 49
Capitolo IV — Esercizi sulla trasformata di Fourier 53
Capitolo V — Trasformata di Laplace 105
Capitolo VI — Esercizi sulla trasformata di Laplace 109
Tavole 141

NOTA: le definizioni di trasformata di Fourier e di
Laplace date in questo testo si discostano rispetto a
quelle adottate durante il corso.

Lo studente che vuole utilizzarlo dovra preoccuparsi di
riadattare il procedimento risolutivo.



2

Ecercizio 4 — Sia dato Cawmpo vetoaiofe

| | _Y _ 2 0.2 .
F@w‘i,ﬂ—( %'L_(_\_IL xz+2z )7624"-{]2' ! 7LZ+2‘Z)

Q) Defiunirarne. i domivio & defonisona o Sns 5t Fec'(n).
o) F £ insloionale ¢

e) F £ consewalivo su SL ?

4)€" posibile deleaminare s pofintiole dafendlo su fafo 21

RQSO'&L?:(OVUL
a) Rsulha
) pis )7,:<@,‘1.-z:)eﬁ&3: %Zﬂf‘%-o/ xz-t—zz‘:'koj

cha COWSPOV&& o fulto R® escluso £lasse W0l 2 < ciw,Q@o
00 n. Sovio puces duw melfe clha g Antiasecao Ln
Pbﬂ% (/Q‘Wa(m, dote 4 dwe nudie solo omizaow»@c ).

S tooka i an dowichoo Mo SEHPUCEMENTE ConnEsso, oltre

o hosse o omslopin banaly (fo ceave che st possoino Ridune
ad wn Pwnfz) ) VL he soio oL SEl i P asempio 3 mppasenﬁm‘(l
di foli elasst o ovwotaf)\“q possolto & ssere

[ 2= cos i "X = CoSAY
0{ y=sent? Xefo ar) fytf 9= sen S Me[o,)
ZF=A4 z=-4 ,
n= Cos A K= Cos O
%i y=+4 /(9@[0,20‘) \((f’f M= -4 [U?e[o,ﬂr)
2= Sen A
2 = SeNA>
x = cost) X = cos A

N _

5o )y=Fsensd peo, W) ol Esunt A efo,m)
2=VZ sonpt | €7) 9=z -
2 | 2= - L s}




3

g} Si tnalio & coloblore W wstorr W F

i y 2
__J __Z n K
WY RS x4yt 12"

— ‘ Y .z N
(0 ~2d57) % (e + ) e +

+ ( -+ ‘f%,_)> =

W=yt 2
- (At +ont () g 2" bty ) = 2% +
= O/ QLZ+2:7’)2' (xv__‘_%z)z / (xa+\/z)z
i Wy = 2)[24 =|o, 3 % X+ | —x oty "t Lyt -0
ke4y®)® ) T (eeeE)” (v *

T Qg\m()o X imnci&m, LMDR%(OMQ/@L,

C,) oicm F Wﬂmﬁolfiﬁ«& [w Vw(doo/uz, se & Consuielive
Al Ju bﬁ&oc(jm 50@0 V*QM.(LCOA.Q, ,QQ’ ngéq{mm SaL
oquuns, &0 Conve chiuse Y, ; k=4, -6 del puis @)
Qe asulle zuo . Th M@Qf”o\ non saiae coloolor

x,Q Qm\}o’bo St 65 R 3/6 AN 7“&1& %oJQt Lototo & {)W

I . ol
jD<T:/T7°LS = JEW/‘}"‘ WG%WMJ _f—.,;ﬁf;«am“;’cw

iisamady WL somma def Lovoo St daw ol Puadm{,:.




20

:j@ewz/\}_‘_ sent) +Co§7’/(})<>(/{9 9+ J&Vl/@d/(}

A+ Cos ) A+Cos" M
0 | Ve 2w

:iﬂ“%——@m’ﬁé(@o&ﬁ>[ = 2o

—
o

Dt OoMMauLVI%Q F nouw € (,omwmf«fm sa JL .

A) /\/0/ st che F nou € consevaliio su ST,




5
= sercizio 4 — \/w](ww. D fecrumn do Stokas pu

' & Cﬂkmp‘o VQﬁO&CO/QQ_ ‘
F(ﬁﬁlt) = (“Kc/; -Y¢, _'K%)

, 5 ti(?(f\h%) ('—_f}zsi: Z= V7[2+77‘ ’ AL 2L 3
otk in modo che fa fitte Componenle b versore
nolimals Sia maelﬁvm» ZA

QCSOLU%ioh/é )

- a sapufcoe £ ::’m% (latonale. )

n
N

Lo broncs &' como. °
Ruame ipiomole. 2

YW :()COS/&
y=p st LLE<

%;() —TTQA}CT

Risilha  pof S T =

wot F= deb| 9% N e :(+j/+2/7‘)
-()(ﬁ _yf[; At ‘

—

Lo foumute do veuforow £

J{< xd F, n>do ::J<F,T>¢5
< DS




(o lilamo K vtione nornele ad S =
<oy k. |
s (s, b L) [geas o]

LQ Tt CO(LLPOMLVL\(@ in hl modo 50/(,&&/9( fog,(lfm:&
seve U veltor Cou vuso opposte.

e paimo membio s¢ ha

JJ< wot F, n 7 d& :J 726&14/9,(3, €COS/(9> , (CCOS/@, ()sew‘%—&
S B

:jqjé ZSQY\MCOS/& +(ngw/;;—(o ?'cosx&>cl P JMf = o0
4-n

%‘IIVI\S-L:) Cﬁ\x SE/M/(QCOS/&/ Sew/t% COS/(} Solo ﬁffe /Z%CDM
o madia el

P CTMM)T@ mau%c!o, Q bodo Lo & /)mme,/‘m%g, Coha.

= Z,‘_ COS/L} (’/P\JL ((IM'Q’ PzQ/LLO\ 43/1 S0NSo
K'ﬂ g“' b SQ,VL/&" ‘*Tré/\}éf o{)lﬂos"fo {Liﬁﬂzdfo Q ?Wt&
| > = o suve pu b botdo +))S

xe s ch qe el Semso cle
0] = sentd Teem o sllue pud botdo +95.
z= 4




S ha !
S<F;T> ds = j<F,T> ds + {<F,T7 ds =
£) S =¥, Yy |

2
J<(4e gew/@cgs,{g/——/(g%tﬂ/@ ~AScoSA9) [,sew/& 4605/9) >
0

S€MA900549 ~se 008/49) (wU Cos A o)>&/(}

@, sen M cos I+ 61 Sew’cbs/{ﬂ) I+

_—-

AN
i)
+f;’uré£ L cos P + s&w/lﬂoosxiﬂ)c(/(} =0

iy V.WF/CQ, 2 conclusas.




E_SERKCIZEIO C:(é" dicemban 2&35)
\/m](cou,e, D feotema. d¢ Gowss pu I3 campo Ve Tfoiotle

F(y2) = ((%d)i - 214, 2%)

2 R nsieme

S0 malln & an colwo con asse

ugm,%o o0l 2 . G (wlesse

L DsL
Sihe

v F = 2(x—¢)—£m+2= O, pa cut Koawpo 2
Q Q(Avugm%a\ el . TL paisso Wumbio dobe fotiele do
\/Wv{zxm 2 bene Pyt wull,

Pu 9}0»&1/@‘0 Miguoda R Setondo W.amlo/w/ Ao S&/}a%ﬁmg s
dtsa 1 de ol DL = 505, , Joue

5, Z W cchio Mgyl A Wﬁuﬂw&‘mé@
o0 osse dolh o el puﬁ&) A= A 2 Co Cenfro
‘on o punls ¢ s he B >0
65‘: (Orl\//l%) / M&:(’(/Ol(‘)) 2 LFfhn,7=0,




9

—

Ih{cw& Lo Su/fm{cm S, = &k do

A=(

7:66@9/‘-} 066\44

-
£=p seu ks s Pt

P ot U Vet votiele G lisls

L ) K
Lt | o -—pswmd o) = [— .
(4 oo 8 ;@;@ (CICOOW’WW}

: LO\ COM/WM X = 1&89;(700-» Cotwe R cotell clo Sh.
o W veltne asent Lobe sqw&w_ o toia e il

Colno,

Resulla
L %

||

S@ lz(j -2@ 0037‘/04,1(0 smz/@) dpd M
= l’(“ @‘(’3*2(“-—(?)‘{](73*}3(314(’ =
:1w<_-f"+~3—2:-%_% +.§>—zu(¢( 4) =0

(((’*4 —2660%9' +20 gemﬁ) ( @,()Cog/@} @xw)>afu9




10

Formula integrale di Cauchy - Sia f analitica in B(z,R) (}) e
continua in B(z,R) allora
.1 f flw)
(1.3) f(Z) = 371 7—-2— dw
aB(z,R)

dove 3B(z,R) si intende percorso in senso antiorario.

Sviluppo di Laurent - Se f & analitica in Q = B(zO,R)\{zO} e con
tinua in Bizo,ﬁF\{zo} essa ammette lo sviluppo

+ a0

(1.4) f(z) = Z: an(z—zo)n Vz: O < lz—zol < R

==00

1 cul coefficienti sono dati dalla formula

(1.5) a = 1 f f(w)dw
: n w1 _ )n+1
aB(zy,R) (M7%0

il verso di percorrenza & quello antiorario.

Classificazione delle singolaritd isolate - 2, € una singolarita
isolata di f se ¥R > 0 t.c. f: {B(zO,RI\{ZO}}'+ C & olomorfa e
lo sviluppo di Laurent centrato in zq ha dei termini singolari
(cioz 3a_ # 0 con n < 0).

a) Una 51ng01ar1ta isolata Zp & un polo di ordine k se 3 keN t.c.
a_p # 0,7a;, = 0 Vh < -k (essendo a_ i coefficienti dello svi
luppo centrato in ZO)"{ poli di ordine 1} si dicono semplicl.

b) Una singolarita isolata zq si dice essenziale se esistono in-
finiti indici positivi k t.c. a_, # 0.

Se 25 & un polo si ha lim [£(z)| = +=.

27z
Il comportamento nell'intorno di una singolarita essenziale & de

scritto dal seguente teorema,

Taorema 3 (Pluard) - In ogni intorno di una 51ng01ar1ta essenzia
le 1a- f assume tutti i valori complessi salvo al p1u uno.

Esempio-‘ f(Z) = exp(_) = Z -
si ad n=0 nlz
.ad..eccezione dello zero in ogni intorno all'origine.

; @ssume tutti i valori comples

(*) B(z,R) = "WeC: |z-w| < R}.




CAPITOLO I
FUNZIONI ANALITICHE DI UNA VARIABILE COMPLESSA

Sia @ un insieme aperto (!) del piano complesso. Consideriamo una

funzione f: Q@ - C (z » £(z)). Useremo le seguenti notazioni:

z = x+iy = pexp(isg)

dove
i=V-1, x =Rez, y = Imz, o0 = |z] e 6 = argz.
Definizione 1 - £ si dice derivabile in zoeﬂ se esiste
flz +w)-£f(z,)
limite o @
w - 0
wec\{0} e 2o+ WER -

Se esiste tale limite esso viene indicato con f'(zOJ ed & chiama
to derivata in senso complesso di f in zq. Percid l'esistenza di
f'(zo) significa che

Ve >0 3 &§>0t.c. V¥Ywt.c. 0 < |w| <38
si ha

1

|w(f(20+w)'f(20))'f'(20)l < E.

Equazioni di Cauchy-Riemann - Se f = u+iv, con u e v reali, & de
rivabile in 29 = xo+iy0, allora u e v sono derivabili nel punto
(Xo,yo) e, in tale punto si ha

(') Cioe un insieme t.c. ¥V zeQ 3 r > O t.c. il disco B(z,r) di
centro z e raggio r & contenuto in Q.
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Teorema 5 (dei residui) - Siano:f analitica in Q salvo alcune
singolarita isolate Z;,€ Yy una curva chiusa a supporto contenuto
in Q {zi}'i ed omotopa in Q ad una costante. Si ha

i fﬁf(z)dz =2i:1(Y,Zi)Res(f,zi)
' ‘ »

ALCUNI LEMMI UTILI NEL CALCOLO DI INTEGRALI DEFINITI E DI TRA-
SFORMATE DI FOURIER E LAPLACE

Lemma 1 - Per ogni curva continua y si ha

j.f(z)dz < max|f(y(t))|-lunghezza di ¥y
t

Y

Indichiamo con CR = C (6 , 0 ) l'arco di circonferenza { zeC :
if

z = Re™ ", 61 LRSS 62} percorso in senso antiorario.

Lemma 2 - Se esistono RO, C>0 e B >1 t.c.

»
€

[£(2)] < ¢ Vz: |z >R
. HE °
allora
lim i f(z)dz =0 V61,9
R0
Cr(8,,6,)

Lemna 2a - Se esistono Eqs C>0 e o<1 t.c.

[£(z)} < C Yz: 0 < |z] < €5
allora
lim .[ f(z)dz = 0 V6,,6,.
. £+0 : ‘

e 1’ 2)
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Teorema (Cauchy) - Sia Q un aperto di ¢ il cui bordo 3@ & costi-
tuito da un insieme finito di curve chiuse, differenziabili a
tratti e a due a due disgiunte. Su tale bordo si consideri 1lo

orientamento tale che 1'insieme @ venga a trovarsi a sinistra

percorrendo il bordo stesso.

Fig.1

Se f & olomorfa in Q e continua in Q allora

(1.2) : jaf(z)dz =0

L)
In particolare se Yy € Y, sono due curve orientate, a supporto
contenuto in Q ed omotope in @ (!), allora

ff(z)dz = ff(z)dz

Y1 Yo o n

1l . N

(") Cio®¢ yq e y, possono essere deformate 1'una nell'altra senza
uscire da @, si pensi intuitivamente alle deformazioni senza
tagli di un elastico posato su Q.



(c). Se 91 = %, 8, = % m, allora

lim feazf(z)dz =0

5 L Fig .4

Fig .5
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Osserviamo che oltre al fatto che f sia Lebesgue integrabile, non

si & fatta alcuna ipotesi di regolarita.

Nei casi in cui si debba calcolare il valore principale dell'in-
tegrale esteso ad R di una funzione analitica avente poli sempli

ei sull'asse reale si pud applicare l'enunciato seguente.

Lemma 4 - Sia f analitica in

C\{x1,...,xn,21,...,zm}

dove x,eR e zjeC\R. Essendo x; poli semplici e zg le singolari-
td isolate di f non appartenenti a R e tali che Imzj > 0.

Se

1im ff(z)dz =0
R
Cr

dove CR = {zeo: z = Rele

06 < 7}, allora

+

v.p. f f(t)dt = (1)

=0

m
= 2mi ) Res(f,z5) + i 3 Res(f,x

j=1 E%j

Osserviamo infine che il Lemma di Jordan pud essere formulato per

K .

cammini di integrazione di forma pill generale delle semicirconfe
renze:

Lemma 5 - Sia Ry una successione divergente di numeri reali posi
tivi, P una funzione reale di variabile reale e f una funzione di
variabile complessa, tali che

0 < py < p(8) g py < 4o 9146692
[p1(8)] « Py < ¥ _ 61 < 8« 62
. i8

lim sup !f(Rkp(e)e- )| = 0.

k+= 6_g06g86

1 2

(') v.p. indica i1 valore principale dell'integrale, cioe
+ oo
V.p. .[ f(t)dt = 1im f(t)dt

-0
T Row  L-R,+RNY [x;-:ox,+e]]
1
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Se poniamo
¢, = {zec t.c. z = R p(8)e®, 8, < 8 < 08,)

allora valgono le (a),(b),(c),(d) del lemma 3 con R e Cy sosti-
tuiti rispettivamente da R, e Cy-



CAPITOLO 11
ESERCIZI SULLE FUNZIONI ANALITICHE
DI UNA VARIABILE COMPLESSA

NUMERO 1
Sviluppare in serie di Laurent la funzione f(z) = ET%TTT negli
insiemi 0 < Jz| < 1 e 1 < }z].

SOLUZIONE

Ricordando che ¥ seC t.c. |s| < 1 la serie geometrica di ragione

s ha somma. z: st = T;E , abbiamo
n=0
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NUMERO 2

Calcolare 95-J52 dz. Dove y & il bordo del quadrato di lato 14
f+z

centrato nell 'origine con lati paralleli agli assi x ed y percor

30 una sola volta in senso antiorario.

. SOLUZIONE

L'integrando f ha due poli zemplici z, 5 = ti. La curva y ha in-
b

dice 1 rispetto ad entrambi.

Res(f,i) = lim —Zr = 2
z+1i
Res(f,-i)= lim —Zr = 7
- ze-i '

Dal teorema dei residui si ottiene

i‘f(z)dz = 2mi[Res(f,i)+Res(f,-1)] = 27i

¥
Si poteva procedere anche nel modo seguente. Poiché £ ha solo un

numero finito di singolaritd isolate risulta

Res(f,»=) + Z:Res(f,zi)
i

dove z; sono tutte le singolarita al finito di f

ﬁf(z)dz

Y

2mi(-Res(f,=)) = -2wi Res(——% f(%),o) =
z

-2mi Res(——'-z——— o) = -27i lim (— '2' ) = 2ni.

z(z +1)’ z+0 z2%+1
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NUMERD 3
zzexp %
Sia £(z) = —
z +1
a) Calcolare il residuo di f nell'origine.
b) Calcolare.l;(z)dz, dove C = {|z]| = 2} orientato in senso ora-
rio. C
SOLUZIONE
exp % = Z: 1n iz >0
n=0 nlz
1+z m=0

a) Poiché le due serie convergono assolutamente e uniformemente

N

in ogni coroma del tipo O < Ry < lz] < R, <1, & possibiie fa
re il prodotto secondo Cauchy. Si ottiene

o m )
f(z) = Z: L—%%— g 4m-n+2
n,n=0 . .
Siano interessati al coefficiente di 2_1. Percid dall'equazio
ne 4m-n+2 = -1 ricaviamo il legame tra n ed m
n = 4m+3

ed 11 residuo

Res (£,0) = ) lill;TT
L= ( m+ )

b) I1 circuito C gira attorno a ben cinque singolarita: 4 poli
semplici (le radici quarte di -1) ed una singolarita essenzia

le (l'origine). Conviene calcolare il residuo all'e,

Res(f,=) = Res(-—% f(%),o) - Res(:%i—,O) -0
Z

z +1
Dunque .
zzexp %

z4+1

dz = 0 .
C
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NUMERO 4
Calcolare
[
2miz 4
Ce -1
dove C = {z: |z| = R} @ percorso una solta volta in senso anti-

. . 3
orario ed R & un numero reale tale che n ¢ R° < n+1 con neN.

SOLUZIONE

Le singolarita dell'integrando sono le radici complesse dell'equa
zjione exp(Znizs) = 1. Cioé& z3 = kez.
Sia - a la radice cubica primitiva dell'unita:
-1+iv3 2 C i 2
a = = COS m T+ isin
3 2 3 3
con Yk denotiamo la radice cubica aritmetica dell'intero positi-

vo k.

Le singolaritad dell'integrando interne al cammino di integrazio-
3 3 3
ne sono O, *v/k, *a’k, +a?/K, dove k = 1,2,3,...,n sono tutti poli

semplici.

/ " Fig.6
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o3 J2miz®_ \-1

z+0 2miz” z+0 z

lim

1 w=0
d _2miw T

dw fJw=0 1

Si noti che il calcolo precedente mostra implicitamente che 0O ¢

-

un polo semplice perché se fosse un polo di ordine maggiore di
o una singolarita essenziale il limite non esisterebbe. Dunque

Res( 22 0y = L
exp(2ﬂ123;—1 2m1

Analogamente sia beC tale che exp(Zﬂibs) = 1.

. exp(2miz>)-1 _ ,.  exp(2miz>)-exp(2mib>) _ d . 2miz> _
lim =% = lim =5 = g7 (e ) =
z+b z+b A z=b

= 6mizlexp(2miz) = 6Tib2.
z=b .
2 2
lim (z-b) —2—p— = —2 =
z+b exp(2miz™) -1 6Tib

C & il bordo del cerchio al cui interno cadono 6n punti di que-

- . . P P n
sto tipo, la somma dei loro residui & percid T

ggf(z)dz = Zﬂi(%% +7%I) = 2n+1
C
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NUMERO 5 -
Calcolare a
f sin 7z
- dz
‘ T z° +1
con I = {z: |z| = R > 1} percorso una sola volta in senso anti-
orario.
SOLUZIONE

La funzione integranda f ha una singolarita essenziale in O e due
poli semplici: #i.

sin % sin(¥Fia) sinia

Res(f, i) = lim (2¥1) rpyramyy = Tazx = 7z

1 Ef n_2n
=) D" lz] < 1
z7+1 n=

-] 2m+1

. m o

sin - = (-1 lz] > O
z mZ=oA (2m+1) 12201

consideriamo il prodotto secondo Cauchy delle due serie.

o n+m_2m+1
-1) o 2n-2m-1
f(z) = ( z
ngg;o (Zm+1) ]
calcoliamo il residuo ponendo 2n-2m-1 = -1 ciog n = m:

© 2n+1
o

Res(£,0) = 2: ZasyT © shag = -1 sinia

Jrsin
2

r z°+1

NjR

dz

2wi(Res(f,i)+Res(f,-i)+Res(f,0)) =

27i(1 sin ig-1i sin ia) = O.
Si poteva anche procedere nel modo seguente. I1 punto all'infi-

-

nito & una singolarita isolata

_ 1 1y __ 1 sinoz _ sinbz
2> - () =75 5 -2
2z z —7-+1 27+1
¢ una funzione regolare nell'oriéine,.percib Res (f,=) = 0.
J[ £f(z)dz = -2%4i Res(f,») = O.

T
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NUMERO 6

Calcolare J[ 41 dz
T z -1

Fig.7

SOLUZIONE

La funzione integranda ha quattro poli semplici: i, #1.

I ha indice 2 rispetto al punto +i, indice 1 rispetto al punto
-1 e indice zero rispetto a :1. Applicando la Regola de 1'Hdpi-

tal

1 . . (z~1) 1 i
Res i1} = lim = = — =
(24-1, ) z+1 (z'-1) 4z ’z=i 1
1 . . z+1 1 i
Res( ,-1)= lim :3—_ = — = -
241 z+-1i z -1 4z ’z=-1 4

dz . 1 . 1 . T
7 = 27l ZRes( ,1)+Res( -i = -
r 2 -1 [ 24-1 24-1, z
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NUMEROC 7

Classificare le singolariti e calcolare i relativi residui del-

la funzione

SOLUZIONE

L'unica singolaritad al finito & z = O che risulta essere una sin

golarité essenziale.

Poniamo

R = Res(F,0)
! ha ovviamente residuo nullo in 0. Lo stesso vale per 53%3 per
z z

.

ché & una funzione pari. Dunque

R = Res(% exp(z -z%),o)

n-1 = m ® m
1 1 2 ©2 2 : {-1) z: (-1) n-m-1
—_ exp(z -T) = T —_— = —— e 7
z z n=0 ™ m=0 m!4™:" n,n=0 nim!4™

2Nt
R = = J,(1).
g;o (n1)24® 7O
11 punto all'infinito & una singolarita essenziale per F(z) e ri

sulta

Res(F,») = -Res(F,0) = -J0(1).
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NUMERO 8

Classificare la singolaritd z = O della funzione
1

g(z) = e———
1-ch(zvz)

SOLUZIONE

Poiché chz = ch(-z) z ¢, i1 valore di ch(zvz) non dipende dal-
la determinazione della radice e quindi ch(zvzZ) & una funzione
monodroma, anzi analitica intera e non costante. Dunqhe z =0 &
per g al pil un polo. Si ha

o 2n o
(z/—) :
ch(zvz) =
® 3n
1-ch(zvZ) = - 2
;;1 (2n) !
lim z%g(z) = 1 ———_r_s
im z7g(z) = lim
2+0 z+0 Si
1f§ni!

dunque si tratta di un polo triplo.
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NUMERO 9

Utilizzando metodi di variabile complessa calcolare l'integrale

I _.[' /xdx
- xex
o X 4

SOLUZIONE

2i

-2i

Fig.8
Consideriamo il circuito in figura, dove le due circonferenze
hanno raggi € ed R con
0O <e <2 <R

e AB ed ED vanno pensati come 'copie del segmento [e¢,R], rispet-
tivamente sui bordi superiore ed inferiore del taglio effettuato
lungo il semiasse Rez > O, Imz = 0. Definiamo nel piano tagliato
la seguente branca della funzione polidroma vz:

vZ = pexp(ie/2) , z = pexp(i®), p > O, O < 6 < 27"



e la funzione

£
F(z) = —— .
z7+4
Posto lim = 1im , lim = 1im , lim = lim lim , si ha
£ e+0 R R+e e,R g+0 R-¢
1lim | F(z)dz =f Zede . g
£,R 'AB o P +4
lim.[ F{z)dz = /Eégp(ln)dp
e,R DE p +4
Inoltre, per € < % ed R > 3 esiste una costante C tale che
' F(z)dzl < CR izR_
BCD R -
f F(z)dzy ¢ Ceve
EGA
Dunque
limf F(z)dz = O lim fF(z)d; =0

R “Bep

Sommando e applicando il

F(z)d:z
ABCDEGA

1 .
lim
2z €,R

ﬂi[

lir

z+21 Zr-

(z=21)F(z) +1im (z+27)F(z)

€ EGA

teorema dei residui si ha:

ni[Res(F,2i)+Res(F,-2i)] =

2.I.

41

i vYZexp(in/4) . vZexp(i3n/4) - %

-41
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NUMERO 10

Detta C la circonferenza di centro O e raggio 1 percorsa una vol
ta in senso antiorario, calcolare, per A reale, e diverso da =1,
il valore (che risultera reale)

£(0) = -zl-i-f((zz)exp()\/z) - ?*-%Z)dz.
c

SOLUZIONE
Se X = 0, £(0) = 7%31/;2d2 = 0 per il teorema di Cauchy.
C
Per » # 0, zzexp(l/z) ha una singolarita essenziale nell'origine
e altrove & analitica, mentre z(zz+)\2)—1 & analitica ed ha 2 po-
li semplici: z = *fik.
@ n
zzexp(l/z) = Z: -—AETZ Yz #0
n=0 n!z
3 3
Res(zzexp(x/z),O) = %T = %T
2 2.0-1 L. . : z oz 1
Res(z(z"+A") xix) = lim (2%i)) —=— = lim 5% =
’ z+ti) 2242 zrtix 2ELA z
Dunque, se 0 < |A] < 1
.f(A) = Res(zzex (A/z),0)-XRes z ix)-ARes z -iX =] A3-A
' P/ Oz oz

Se |[x]| > 1

Y(A) = Res(zzexp(z/k),O) = % 13.



29

NUMERO 11

Disegnare il grafico della funzione

f(x) = 7%I.J[ exp(z§§)dz x > =1
C(x)

N . . . 1
ove C(x) & la circonferenza di centro O e raggio %37 Percorsa una
volta in senso antiorario.

SOLUZIONE

Sia Xq =% (-1+/5) allora xOEC(xo). Se x > % (-1+/5) allora z = x
@ esterno a C(x) = Se x < % (~1+Y5) allora z = x & interno a
C(x). Si ha percid rispettivamente nei tre casi:

a) f(xo) non & definito

b) f(x) =0
c) f(x) = Res(exp(z§§),x)
© n
poiché exp(5§f) = 2: ———5———3 il residuo vale x.
n=0 n!(z-x)
I1 grafico & dunque
}
{
1
|
1
1
I
|
-1 :15(\/;—11
: —
!
!
1
!
Fig.9
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NUMERO 12

Calcolare

ff(z)dz

-

T 5
dove f(z) = % exp(-z +—%) e [ & la circonferenza di centro 1l'ori
z
gine e raggio 1, percorsa in verso antiorario. Esprimere il risul

tato mediante le funzioni di Bessel.

SOLUZIONE

La funizone f presenta una singolaritad essenziale nell'origine.

Dunque
ff(z)dz = 2n1i Res(f,0)
T
=) 2n =
1 .. .2 1 1 (-1 2 1
f(z) = - exp(-z7)exp(—) = = X: =
z 22z 12;0 N P T
- i (_-'l%f ,2n-2m-1
n,m=0 n:m:

Ricordando 1o sviluppo

= (-1)® x.2n
J. . (x) = (%)
0 _r?‘;o mn? ?

® n
Res(£,0) = 3 L1 - g (2)

n=0 (n!)

Dal teorema dei residui si ottiene

ff(z)dz = 2711 Res(f,0) = 27i JO(Z).
T
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NUMERO 13

Si consideri la funzione di variabile complessa.

cos(A/z)

f)\(Z) = m—:r)—z con AER

Calcolare

I(A) = 7;—1—f £, (z)dz
r

dove I' @ 1a circonferenza di ceatro l'origine e raggio 2, percor

sa una volta in senso antiorario, precisando per quali A I(})

non & definito.

SOLUZIONE

Distinguiamo vari casi

i) Se A = O, fo(z) = T%E presenta un polo semplice in z = -1
con residuo uguale ad 1, percid I(0) = 1.

ii) Se x = 1, fI(z) = cos(1/z) ha una singolaritad essenziale
nell'origine con residuo nullo perché f1 2 analitica e pari
in ¢ {0}. Quindi I(1) = O.

iii) Se eRrN{0,1}, fA presenta una singolaritad essenziale nella

o:igine ed un polo semplice in z, = 1/{(x=-1).

11 valore di I()) dipenderd allora dalla posizione di Zy ri

spetto alla circonferenza I'. Distinguamo tre sottocasi
a) |ZAI = 2 &= ) = % oppure X = %. La singolarita cade sul
cammino di integrazione, e percid I()) non & definito.

> 2 &= % < A< %. In questo caso l'unica singola-

b) fle
rita interna a I @ l'origine. Sviluppiamo in serie di

Laurent (per O < |z| < 1/|1-A})

oo Zn [a+]
-1" 2 m m_m
f£,(z) = Y (-7 (1=-2)"z" =
A g;o (Zn)T ;7n %;O

N ii (_1)n+mA2n(1_A)m zm-Zn
n,m=0 tzn)t
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ponendo m-2n = -1, ciog m = 2n-1 e osservando che deve

essere m > 0, otteniamo

’ © 3n-1_2n 2n-1
_ (-1) AT (1=2)
Res(fA,O) = E

I(x) =
&= CZn) T
-1.2n 2n
12 LGy 1
IR 1‘1;1 ( TZn) | =5=1 (cosAC1-0]-1).
1 3
c) lle < 2 &= ) < 5 oppure X > 3.
Anche zy, & interno a T
c A
(f,,2,) lim (z ! ) 2 1 cos[A(A-1)]
RES ] = - p. = = — -
AT z+1/(A-1) A-TH1+00-30z - T-3
1) = 1ix

Si noti che nel caso c¢) si poteva ottenere il risultato

mediante il calcolo del residuo nel punto all'infinito.
n
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NUMERO 14
Calcolare ./.9525115- dz
|
0 1 R R
Fig.10
SOLUZIONE
La funzione integrale f ha un polo semplice in z = 1 ed una sin-

golaritad essenziale in z = 0. Il circuito C ha indice 1 rispetto

al punto z = 1 ed indice eriSpetto al punto z = O

= 1 = m < 1 _m-n
f(z) = z = =T z 0<lzt <1
;o ntz" mZ=O n,zm;o n
Res(£,0) = Y  -—1

n
o
.2
+
[
L}
(1]
‘|

L
]
o

Res(f,1)
Dal teorema dei residui otteniamo

./}(z)dz = 2ni[Res(f,1)+2Res (£,0)] = 2wi(e-2).
. .
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NUMERO 15

Calcolare

+oo

2 .
I(x) = v.p. f t—e—?—(-ﬂ dt XER

t -1

-0

SOLUZIONE

Osserviamo che 1'integrale esiste solo in valore principale per-
ché —iL— non & integrabile in alcun intorno di t = #1.

t -1 2 .
La funzione f(z) = E—E§E£35£l & analitica in ¢ ad esclusione dei
z -1

quattro poli semplici #1,#i.
Consideriamo il circuito CR e in figura
?

Fig.11

dove R ed ¢ sono, rispettivamente, il raggio della semicirconfe-

reriza centrata in 0 e di quelle centrate in #1.
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Utilizzando il lemma di Jordan (v.lemmi 3 e 4 del cap.1) si ha,
per x > O

+ oo
2 . 2 .
1(x) = v.p. f Texpitx) . yip ¢ z_exp(ixz)
45 t -1 R,e ¢ 2 =1
R,e

+

2 . 2 .
wi[Res(z exg 1xz’1)+Res(z ezg 1xz’_1)] -
z27=1 z'-1 :

2 .
2mi Res(5—9%2—555,+i) - 7 sinx = 3 (e X_sin x)

z -1
2
Essendo —%—— una funzione pari di t, risulterd che I(x) & una
-1

funzione pari di x.
Per x = 0 bisogna ricorrere al calcolo diretto, che fornisce

400

‘ 2
v.p. .[ -%—— dt = % .
Jth-
Concludendo .
I(x) = % (e-lx'-sin|x|) xeR.
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NUMERO 16

a) Calcolare con metodi di variabile complessa

(=]

A =./. dx
0 /f(xz+1)

b) Utilizzando il risultato del punto a) calcolare
Jr log xdx
5 VX (x +1)

SOLUZIONE

L'integrale improprio A {(rispettivamente B) esiste finito perché
1'integrando si comporta come 1//X (risp.(logx)/v/X )in un intor-
no di O (che & l'unica singolarita reale al finito) e come
1/x>/% (risp. (logx)/x>/%) all'infinito

a) f(z) = 1/-[;&F+1) & una funzione polidroma. Ne consideriamo
la determinazione

z = pexpib, p > 0, 0 £ 8 < 2w, vZ = /pexp(iv/2).

Consideriamo il cammino CR c in figura 12.

Fig.12




b)

37

'(1)'_f £(z)dz —R2*®p 0 per il lemma 2 (cap.1) e la maggiora-

BCD . C
zione [f(z)]| « —577 Su BCD YR > 2.

(2) j~ f(z)dz £22» 0 per la maggiorazione

1
EFA ./.f(z)dz < é% e Ve<s
EFA
(S)ff(z)dz f _;%.f ___dg__
A /—(p +T) 0 Vo(p“©+1)
SuDE z = -p = pexp(irm), vz = 1/p , dz = -dp.

£
. ~dp f dp‘
(4) f(z)dz = —r —
I[}; -4- /B (1) h 1Velp +1)

L'unica singolarita di f nel semipiano superiore & il polo

. semplice +1

Res(f,i) = 7%2%

Dal teorema di Cauchy si ricava, tenendo conto di (1)(2)(3) e

(4)
A = L
vZ
Consideriamo ancora il cammino CR,; e la funzione polidroma
glz) = f(z)log z. Scegliamo la determinazione del logaritmo

tale che l'argomento sia compreso tra O e 2n ed f come al pun

to a).

Risulta

(5).f £(z)dz —B>®% 0

BCD
(6) f g(z)dz €29 ¢
EFA

oo

(7) lim (fg(z)dz + fg(z)dz ) ___1_9.%_9_ dp +f logp+im
e,R Mg DE /o(alen) ETCICRP!

o]

= 1l-i)~[ g(x)dx+1A

0

dp
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L S

2VZ(1+1)

Dal teorema di Cauchy, tenendo conto delle (5)(6)(7) e (8) si
ricava

(8) Res(g,i) =

(1-1)B+7A = 27i —
2VZ2(1+1)
2
B = - ——_
43
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NUMERO 17

1n x

Dire se la funzione g(x) = ¢ integrabile secondo Legesgue

. x =1
nell'intervallo (0,=) ed in caso affermativo calcolare./‘g(x)dx

con metodi di variabile complessa. 0

SOLUZIONE

La funzione g & integrabile secondo Lebesgue perché il logaritmo
¢ integrabile in un intorno destro di zero e x = +1 & una singola-

rita apparente in quanto & uno zero del primo ordine sia del nu-

meratore che del denominatore, infine g(x) -~ #E%E per x >> 0 e

x -~
dunque & integrabile nell'intorno di +=. Dunque esiste 1'integra
o A

le 1 =f,,(x)dx.
0

g(z) = —%15 ¢ una funzione polidroma della variabile comp.essa z.
2°-1

Consideriamo la determinazione

g(z) = %°g°+le , z = pexp(iB), O < 8 < 27.
p exp(2ig) -1

avendo effettuato un taglio lungo il semiasse di reali positivi

z = -1 & un polo semplice per g

"'z = +1 & una singolaritad apparente mentre exp(2wi) & un polo sem

plice.
_ - 1 lnp+ié6 - _ri
Res(e,=1) = lim se¥pzer=1 = "7
8-m

Consideriamo il circuito Cr ¢ in figura
?
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Fig.13
Risulta:
lg(z)] < C —E%B per |z| =R » 2
R
lg(z)]| < Cloge per |z]| = 55%

Applicando il teorema di Cauchy ed i lemmi 2 e 4 del Capitolo 1

0 = limf g(z)dz = Zf lznx+v.p. 1T-5—@5—-101 Res(g,-1)
e,R C H X -1 o X -1 :
R,e
Poiché o
v p.f —‘%—}E— = 0 '
x -1
si ha - 0
2
ln x dx = I
jr x -1 4
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NUMERO 18

Calcolare, con metodi di variabile complessa

I = j. dx
5 xzjz(x+1)
SOLUZIONE

Consideriamo la funzione polidroma di variabile complessa

1
f(z) = T
4 z (z+1)

z =0 & un punto di diramazione.
z ==1 & un polo semplice. -
Effettuiamo un taglio lungo il semiasse dei reali positivi e con

sideriamo la determinazione

f(z) = 773 ; , 2 = pexp(is), O g 8 g Zm,
p exp(gie)('exp(ie)+1)

ed il circuito orientato CR in figura.
b

£

Re
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Per il teorema dei residui Eﬁ £f(z)dz = 2mi Res(f,-1).
Cr

sE

. . . d
lim f f(z)dz = lim f f(z)dz +1im f f(z)dz +v.p. f P
R,e R E 273(

Cp BCD EFA o P T le+1)
s E
—v.p.f - 4dr-> = 2mi exp(—% mi)
= =Tl
0 pZ’a e3 (p+1)
Poiché 1lim f f(z)dz = 1%m f f(z)dz = 0
R Bep EFA
] 2 .
2 1 exp(-jnl) - C g
I = = = = 7.

1 -exp(-%ni) sin %17 /3
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NUMERO 19
Calcolare
engZ/z)dz
z27+1 i

Fig.15

SOLUZIONE

£(z) = ERL2/2) pa gue poli semplici in z = #i ed una singolari-
z27+1
ta essenziale in z = O. Per O < |[z]| < 1 abbiamo

= n ] (-] m,n

2 m_2m {(-1)"2 2m-n

f(z) = (-1)"z = s— T 2
g;o n!z" g;o n;;=0 n
™ 2m+1
_ (-1"2 .
ReS(f,O) = Z W = sin2
=0

Poiché I(r,o0) = 1, I(r,+i) = 0, dal teorema dei residui si con-
clude

~[f(z)dz = 271 Res(f,0) = 27i sin 2.

r



a)

b)

a)
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NUMERO 20

Calcolare con metodi di analisi complessa il seguente integra
le:

o0

R
_ o (x+1) (x"-1)
Dire se la funzione
1/6

X
(x+1) (x°-1)
€ integrabile secondo Riemann o secondo Lebesgue sull'inter-

vallo (0,+ =) .

p(x) =

SOLUZIONE
,1/6

yi consideriamo la determi-
(z+1) (z7-1)

Della funzione polidroma

nazione z = pele 0 < 86 < 27
. 0
1/6,'6
p(z) = - > -
(pexp(ig)+i) (p“exp2ig-1)
@ ha quattro poli semplici: z = #1, z = -i, z = exp(2mi).

Consideriamp il circuito Tn . in figura.
»

!

[M\Ase B/ N\C o
L NS

m

M

|

Fig.16
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17

A -7

su DE lp(z) | < CR 6
0 1/6

su FA |p(z)]| < Ce

I = 1imf ®(z)dz
E“’O ABUTD
o0 :

Applicando il teorema dei residui
-

i . '
(1-e 3)I—ni(Res(qa,eZTTl)+Res(q),1)) = 2ni(Res(@,-1)+Res(@,-1))

Res(@p,1) = T‘I—-'-_]JT)—? = %i

-
i
. 3
Res(9,e’™) = ;Srs = 1 (/34141 (/3-1))
iTT
q
Res(@,-i) = S~ = _fg - 4; .
E
Res (@,-1) = _2%_1+1) - /3g1 + i /ggl

2mi 2 V2 VE-1 . V341 1 1T il 3o -
-1“1—73[‘7‘17” A S LIRS TEE S bbl S

Ezi_ (1+iv3) [(3/§+1-4/E)+i(3/§-1-4/5)] =
lj‘ [(_2_/3+/§+/€)+i(-2+ﬁ-ﬁ+l/3)] .

=
I

non & integrabile né secondo Riemann né secondo Lebesgue a
causa della singolarita in x = 1 del tipo 2%;%-(con Y funzio-
ne regolare) che come & noto non & integrabile.

n



46

NUMERO 21
Calcolare
1 ¢ zBex (1/2) dz
im1 4 1+ZZ
dove y & la circonferenza |z| = 2 percorsa una sola volta in

senso antiorario.

SOLUZIONE

¢
Poiché y & il bordo di una regione che contiene tutte le singola

rita al finito dell'integrando (4 poli semplici ed una singolari
tA essenziale) converria calcolare 11 residuo all'infinito.Posto
28e1/z
glz) = I

1+2

Res(g,=) = Res(-—%-g(%),o) = Res(—%gfziz— 0)
z

z (142 ),

Per ottenere il residuo calcoliamo lo sviluppo di Laurent Per
0 < |z] <1 '

= ,n m+1
-e 1 y4 m_4m (-1) n+4m-6
7" = - = (-1)7z = z
26(1+z ) ;6;2;0 n: ;;0 n?;;o n:
Per ottenere il coefficiente di 1/z poniamo -1 = n+4m-6 cioé
n = 5-4m. Ricordando che deve essere n,m » O:
m+1 m+1
Resf_-€XPZ ,O) - z: (-1) - Z: (-1) _ 1198
(26(1+z ) 1130 (5-4m) n=0, 1 (5-4m) ! 120
5-4m>0 :
7—-;1-/' g(z)dz = -Res(g,») = -—-”_g
Y
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MUMERO 22

Come si definisce arctg z nel piano complesso? Che tipo di singo

larita ha arctg z ?

SOLUZIONE

per ogni x reale y = arctgx & definita come funzione inversa a
partire da x = tgy. Applicando il principio del prolungamento

analitico abbiamo per z,weC:

w = arctg z

s = tgws sinw _ 1 exp(iw)-exp(-iw)
= MBWE Tosw T 1t exp(iw)+exp (-iw) B
z(exp(iw)+exp(—iw)) = i(exp(-iw)-exp(iw))
(z+i)exp(2iw) = i-z
_ 1 i-z
W—?—iln -'_—l"'Z

L'ultima relazione definisce la funzione arctgz come una funzio
ne polidroma avente due punti di diramazione di tipo logaritmico:
z = %1, '
In particolare arctg z ha infinite branche analitiche ed il pun-
to all'e & regolare per ognuna di esse; non ha né poli né singo
laritad essenziali.
La determinazione principale & quella che assume su R valori rea
li, e pud essere ottenuta effettuando un taglio che congiunga +1
e -i, passando lungo l'asse immaginario per il punto all'infini-
to.
Indichiamo con 1n, la determinazione principale del logaritmo
complesso e poniamo 8 = arg(i+z).
Allora per ogni z reale abbiamo

11551

———

el In, ~— = (n-208)1
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i-z i i+2
) z
-1
Fig.17

sy . . . i-z o .. .
Poiché 1‘'applicazione z + y = 335 & biunivoca da ¢ {-i} su

¢ {-1} (precisamente & biunivoca dalla sfera di Riemann in sé),
si deduce che la superficie di Riemann di arctg z & isomorfa al-

la superficie di Riemann di 1lm z.
Infine la determinazione principale di arctgz, riferita al pia-

no tagliato come in figura & data da

_ 1 i-z
W= 73 1n0 1+2



CAPITOLO 111
TRASFORMATA DI FOURIER

Definizione 1 -~ Con L1(RJ indicheremo le funzioni definite su R,
a valori reali o complessi che sono integrabili secondo Lebesgue

su R.

Definizione 2 - Con LZ(R) indicheremo le funzioni f definite in
R, a valori reali o complessi, che sono misurabili secondo Lébg
sgue = ‘tali che |flz appartiene ad L1(R).

Definizione & - LJT_oc(R) indicherad le funzioni integrabili secon-
do Lebesgue su ogni intervallo limitato di R.

Definizione 4 - AC(R) indicherd le funziomi assolutamente conti-

! (R).

nue, cioe le primitive di funzioni appartenenti ad Lloc -

Se f appartiene ad L1(R), la sua trasformata di Fourier & defini
ta da .

+eo

(3.1) fF(x) = Jr £(t)exp (itx)dt XER.

Oltre che con f sara anche indicata con £{f}.

N

Se f LZCR), la sua trasformata di Fourier & definita da

(3.2) Fx) = lim gy (x)
N
dove +N
gy (x) = J[ f(t)exp(itx)dt
-N
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. L . . 2
e il limite va inteso nel senso della convergenza in norma L (R)

cioe

Lim || £(x) -gy (x| = 0.

Norco N Ry

|
REGOLE ALGEBRICHE DI TRASFORMAZIONE
Se £(t) . f£(x), abbiamo
1 =+ x

(3.3) f(at) I W f(E) a # 0
(3.4) f(t-a) - exp(iax)f(x)
(3.5) f(t).exp(-iat) ~ f(x-a)
(3.6) T ~ B(-x)

Inoltre Ya,Rec, Yf,g trasformabili secondo Fourier abbiamo
(3.7) (af+Bg)” = af+pg

Dalle proprietd precedenti si ottiene lo schema:

(3.8) . f pari (}) = f pari

(3.9) f dispari (2) == f dispari

(3.10) ~ f reale pari == f reale pari

(3.11) f reale dispari == f immaginaria pura e dispari.

PROPRIETA' FUNZIONALI DELLA TRASFORMATA DI FOURIER

(3.12) feLl (R) ==
a)  Eex)iog I £ 1 - Y xeR
L'(RJ
b) teC(r)

c) llim f(x) =0 (lemma di Riemann-Lebesgue)
X |+

(') Con f pari intendiamo f(t) = f(-t).
(?) Con f dispari intendiamo f(t) = -f(-t).
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(3.13) felL?(R) —
a) feL’(R)
b) Il , = vZr IE) ,
L L

HHL

c) f = §L

S

(3.14) f,gel“(R) =

ff(t)E(t)dt =f£'(t)§(t)dt
R

(identita di Parseval)
Negli enunciati successivi con 1l'espressione '"f & Fourier-trasfor
mabile" si intende dire che f appartiene ad L1(R) o ad LZ(R).

(3.15) feAC , I e i%f Fourier trasformabili ==
— (F)" = -ixE(x)
(3.16) £ Fourier-trasformabile e tf(t)el’ (R) ==
fEC1(R),é% f & infinitesima all'infinito e

é% F(x) = (itf(t))~(x) ¥YxeRr

—

(3.17) £ Fourier Trasformabile, tfeLZ(R)

%EAC(R)

é% F(x) = (itf)"(x) quasi ovunque in R.

INVERSIONE DELLA TRASFORMATA DI FOURIER

(3.18) Se felLl(Rr) abbiamo

+ oo

£(1) = 75 j~ £(x)exp (-itx)dx

-oc

(3.19) Se %ELZ(RJ abbiamo

+N
£(t) = 5= Lin j. 2(x)exp(-itx)dx
TN

.2
dove il limite va inteso nel senso di L (R) -
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CONVOLUZIONE

Definizione § - Siano f,geL1(RJ, la convoluzione di f e g & 1la

funzione

+o0

(3.20) f*g(x) = j- f(x-y)g(y)dy

Risulta f*geL‘(R). Inoltre anche se feL1 e gEL2 la (3.20) ha si-
gnificato ed in tale caso la convoluzione f*g appartiene ad LZCR).

Teorema - Sia feLl(R) e geLTCR) (o gsLZ(R)). Allora (f*g)~ =f.g.
=

Teorema - Se f,geLZ(R). Allora f.gEL?(R) e (f.g)" = 7% f*é.

Osservazione - La comvoluzione & commutativa: f*g = g*f,



CAPITOLO 1V
ESERCIZI SULLA TRASFORMATA DI FOURIER

NUMERO 23
Calcolare la trasformata di Fourier di f(x) = 1
' T+x
SOLUZIONE
Consideriamo la funzione di variabile complessa f(z) = 12

1+2
Le sue singolaritd sono i poli semplici #i. Sia Iy il circuito

costituito dal segmento |-R,R| contenuto nell'asse reale e dalla
semicirconferenza di raggio R centrata nell'origine e contenuta

nel semipiano superiore. I'p si intende orientato in senso anti-

orario. Poich® [f(z2)]| -~ —¥L7 per z »>> 0 & possibile applicare

il lemma di Jordan. z

+ o
./. explixE) gy = 271 Res(ZXBIXE ;. i) - ¢ ¥e >0

T+xX 1+z

-~

Poiché £ & una funzione pari, f sara pari.

Inoltre £ appartiene ad L1(R) implica f continua,percid il valo-
re £(0) si ottiene per continuita dail valori di E(g) con E > O.
Concludendo

fe) = nexp(-|&|) VEeR.



NUMERO 24

Calcolare la trasformata di Fourier di exp(—atz)con a reale stret
tamente positivo.

SOLUZIONE

Per effettuare 11 calcolo della trasformata di exp(-atz) non &
possibile utilizzare il-lemma di Jordan perché la funzione anali
tica exp[-4z2) ha una singolarita essenziale nel punto all'infi-
nito. In particolare non & infinitesima quando |z| tende all'in-
finito: ad esempio se z = iA, AeR si ha exp(-azz) = expaAZ.
Per effettuare il calcolo diretto sfruttiamo 1'identita

+ 00 +oo .
(*) f exp[—(t—ib)z]dt fexp(-tz)dt = V1 VbeR .

-0 -0

Da (*) segue

+ 00 +o

j- exp(ixt)exp(—tz)dt exp(-x2/4). j. exp[-(t~ix/2)2]dt =

-0 -0

= /7 exp(-x2/4)

57{exp(-at2)} =l[§-6xp(-x2/4a)

Per dimostrare (*) consideriamo la funzione analitica intera
exp(-zz) ed il circuito I'n della figura

AZ-R BZIR
— "
\ Ts. z
D o -ib - c

Fig.18
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Dal teorema di Cauchy %exp(—zz)dz = 0 VR.
'R
Inoltre C

limf exp(—zz)dz =0
Roo B

perché se R > 2b, facendo riferimento alla figura 15 abbiamo
Yz e BC ’

L]

|exp(-zz)| exp(-|z|2c0526) < exp(-chosze) =

2
expl—Rz(cosze-sinze)l = exp[;%B—I(Rz-bzﬂsexp(-R2/4)
+X

Nello stesso modo si dimostra

A
1imf exp(-—zz)dz =0 -
R D
Percio
B D
fexp(—zz)dz - -f exp(-22)dz +0(R)
A C
R R
jnexp(-tz)dt = jﬂexp[—(t-ib)zjdt +o(R)
-R -R :

prendendo il limite in R si ottiene (*).

Diamo anche una soluzione alternativa a quella del calcolo diret
to: consideriamo una equazione differenziali di cui u(t)=exp(-t2)
& soluzione, applichiamo la trasformata di Fourier ad ambo i mem

bri dell'equazione e risolviamo l'equazione ottenuta in G.
u risolve u'(t) =-2tu(t)
trasformando

22(-1) (itu(t)) " (x)

1
[}
»
(o]
—
»
A

/]

oy
~
»
—
n

-% xi(x)

-

la soluzione generale & della forma

cexp(—x2/4)

+ 00

con ¢ = u(0) =f exp(-tz)dt = /7.

~ 00
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NUMERO 25

Posto £(x) = 5x cos 7x.(9x%+4)" % calcolare £e).

SOLUZIONE
Posto
P(x) = (9x+4)” ]
abbiamo
Q' (x) = -18x(9x2+4)-2
da cui

f(x) =-%% @' (x)cosTx =-—§% p' (x) [exp(7ix) +rexp(-7ix)].

Essendo @' = -i£p risulta
(1) B(E) = o5 L[(E+DIPLE+D+(E-TIP(E-T)].

Per calcolare @, osserviamo che essa & pari e continua, perché
@ & pari ed appartiene ad Lt Applichiamo le tecniche di variabi
le complessa (Lemma di Jordan e teorema dei residui) con & > O
nel semipiano Imz > O. Dunque

e ) = 271 exp(-%g) =

@(g) = Zni‘Res(exp(iaz).(922+4)_ :?i‘ oy
=% exP(“%‘E) £ >0
PE) = %'exp(-%lal)‘ EER,
: ]

Da (1) segue allora

f(e) = %%% [(£+7)e1p(—%la+7l)+(£-7)exp(-%lﬁ-7I)]
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NUMERO 26

Con le notazioni dell'esercizio 25, si ponga

+o
F(x) =f f(t)dt
X
Mostrare che F & ben definita e trasformabile secondo Fourier,

studiare a priori F e calcolarla.

SOLUZIONE

f non ha singolarita sull'asse reale e per |x| >> 0 [|f(x)| < T—%zv.

Percid f appartiene ad L1(R) e F & ben definita (perché & una
primitiva cambiata di segno).

Poiché f & dispari, F risulta essere pari. Basta studiare F per
x » O.

2] o

| f(tldt < dt =
‘“’”W{“ AR ere i o

poiché

-1_,2

(9x2+4)-1eL1wL2 e x(9x2+4) e L

risulta
1 2 2
FeL (0,=)nL"(0,=) e XxFeL"(0,)
Essendo F pari,
FEL1(R)mL2(R) xFeLZ(R)

Dunque F e definita, continua, nulla all'infinito ed & d1 quadra

to sommabile. Inoltre F & assolutamente continua e F‘eL (R) .

Essendo F reale e pari, anche F sarz reale e pari.

Poiché feC” e F' =-f, satd FeC (R).

Inoltre e facile vedere che ¥n > O f(nJeL1mL2; segue che Vn
FWelAL? e vn £MEer?

finito & infinitesima di ordine superiore ad ogni numero reale.

Per il calcolo esplicito partiamo da F' = -f da cui -iEF(f) =

= -flg

ed & nulla all'infinito. Cio& F all'in-
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- 5
Fe) - g% [(a+7)exp(-§la+7l)+c£-7)exp(-§l£-7l)] £ 40

F(o) =0



59

NUMERO 27

Calcolare 1a trasformata di Fourier della funzione

. 2
£(x) 5in“3x

x2+2x+2

SOLUZIONE

Posto
(x2+2x+2)_].

]

g (x)

Risulta
_ {1 1 _ 1 1 . 1 .
f(x) = (7-—7 cosﬁx)g(x) = > g(x) -7 g (x)exp(6ix) -7 g(x)exp(-ﬁlx).

Per £ > O, applicando il teorema dei residui ed il lemma di Jor-

dan alla funzione g(z) = (22+2x+2)_1

nel semipiano Imz > O0,si ha
é(&)'= 2mi Res(g(z)exp(igz),-1+1i) = nexp£-£(1+i)]
Analogamente per £ < O si comnsidera il semipiano Imz £ O
8(€) = -2mi Res(g(z)exp(ifz),-1-i) = mexp[E(1-i)].
Poiché geL1, é risulta essere continua. Si conclude
g(g) = mexp(-ig-|E|) v E€R,
£(g) = 7 exp(-ig-|g|) -7 exp[-i(£+6)-1€+6]] -7 exp[-1(£-6)-]£-6]]

VEeR, -
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NUMERO 28
Calcolare
+o
f(x) = 2—1“[ e-igx-]g].s_iggé dg
SOLUZIONE
Risulta

f(x) =5F-1§e-'5, .E%gé

E' noto che

?'1;e"5'( S 11
2
T x+1
-1}sing 1
z == = 7 P
dove p{x) =1 se -1gxg1 e

f(x) .

1 1

X"+1

7% [arctg(x+1)-arctg(x-1)]

=Pi"1;e’15|§*?‘1

p(x) = O altrove. Quindi

1

+ oo
* o1 E(X"t)
m 2, P& = ’Ef 2,

sing

X+1

1
dt=ﬁ/

x-1

2

1
+1

dt
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NUMERO 29

Calcolare la trasformata di Fourier della funzione

. Xxexp(3-5ix)

f(x)

(3x-21)2
SOLUZIONE
+w
%(g) = e3 jf exp(ix(g-ﬁ)) .———5———7 dx
J . (3x-21)
Si pud applicare il lemma di Jordan alla funzione @ (z) =———E———7
(3z+21)

poiché |@(z)| < 15
te la funzione97(2).exp(iz(g-5)) ha 1'unica singolarita (polo dop

pio)in z = % i. I1 residuo r & dato da

se |z| » Ro con RO,C opportuni. D'altra par-

-2 2
li? é%[exp[iz(&-S)] ELE—ElLE%—]

r - -
Z'*Zi (3z-21)
= % lig é% (zexp[iz(g-5)]) = %[1 -%(E-S)]ekp[-%(&-S}]
Z-*-gi

Scegliendo allora il circuito nel semipiano Imz > 0 o Imz ¢ O a

seconda che sia £ > 5 oppure £ < 5 si ha:

- 3
£(&) Zﬂiesr = 2“; 1[1 -%(E-S)]exp['%(i-S)] se £ > 5
£ee)

0 . se £ < 5§
Se H & la funzione di Heaviside: H(x) = O per x < O H(x) =1

per x » 0, possiamo scrivere:

by - 21805 [ -4e-5)]Hig-srexp[-dz-9)].
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NUMERO 30

Calcolare 1a trasformata di Fourier della funzione

f(x) = x(xz+4)_2
SOLUZ IONE
Posto
2 -1
g(x) = (x"+4) ',
Tisulta )
f(x) = -% g'(x)

E' noto che & {(x%+1)""} =mexp(-]g]) (cfr.es.23).

2
Da g(x) = % (5—-+1)—1, applicando le proprietd (3.3) e (3.15) del

7
capitolo 3, si ha:
ge) = T exp(-2]e)
2(5) = Leexp(-2g]).

Si poteva anche calcolare la trasformata direttamente mediante

tecniche di analisi complessa.
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NUMERO 31

Calcolare la trasformata di Fourier della funzione

g(x) = 183003x°2) _5eyp(4-5(x-3])
X"+25 '
SOLUZIONE
1 o1y i
Posto hy(x) = ——— , h,(x) = exp(-5|x]|), si ha
x“+25

g(x) = 7h (x)sin(3x-2)-2e*h,(x-3) =

% h1(x)[ei(3x'2)-e'i(3x'2)]-ze4h2(x-3)
2i

. —Zi . N - T
80 = Tor— B ee3) - Ig Ry (e-n-zetedioR, 00,

n

L

Applicando il lemma di Jordan ed il teorema dei residui si ha per
g >0
h, (g)

2mi Res(h,(z)exp(ifz),5i) = T exp(-58)

[}

essendo h1 pari, tale sara h1 ed il valore in zero si ottiene per

continuita, dunque

hy() = T exp(-5]E|) YEeR.-
Risulta inoltre
0 -
ﬁz(g) =./.exp(5x+igx)dx +‘/.exp(-5x+i£x)dx = ngg"Té%g =
P 0 '
10
= - VEER,
ET+25
Concludendo
N -2i 2i .
g(g) = Z%I—_ % exp(-5|£+3]) _Z%T_ g exp(-5(E-3]) + 2047318 —%9——.
- E“+25
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NUMERO 32 -

Calcolare la trasformata di Fourier della funzione

. _ 1-cosbx
flx) = ——
SOLUZIONE
Risulta
,
l~cosbx _ , sin"3x _ - sin3x _ . . 3ix__-3ix, sin3x
——= = 2 === = 2sin3x . 25 i(e e S &

Lo zero & una singolaritd apparente e all'infinito |f(x)] T%T

-

percido f appartiene ad Lz(R) ed & quindi trasformabile.
Posto p(&) = 1 se |g| <1 e p(E) = 0 se |g| > 1,e noto che

7 i%?i% = ap(E)
Si ha quindi
sin3x( _ =g sin3x{ _ 1
# —_'SE—_{'JS;;T = 3 5

§.§1-c356x§ - “i[p(g%g) - p §%§)

cioe

+7i se =6 < § < O
i se 0 < E&E < 6
0 se JEi > 6.
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NUMERO 33

Calcolare per ogni EeR 1l'integrale

= eix(g3-2g+6)

£(g)

) o x2+1
SOLUZIONE
Sia @(x) = 21 . E' noto che @(£) = me IE]
x5+
Segue '
f(g) = é(ES- 2E+6) = nexp(—|£3-2£+6l).
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NUMERO 34

Studiare a priori la trasformata di Fourier di

- x2+x+1
(x"+1)
senza calcolarla effettivamente.

f(x) . 5in3x

SOLUZIONE

2
Sia h(x) = 5—15112. Si ha heL‘F\L2 e xheLZ. Ne segue h & conti-

(x2+1) - >
nua , anzi assolutamente continua, nulla all'infinito e h,heL

(cfr. Le proprieta funzionali della trasformata di Fourier ri-
cordate nel cap.3). '

rnoltre heC® con h‘MerlAL ¥n » O.

Dunque gnﬁeLz ed & nulla all'infinito per ogni n, ciog h & a de-
crescenza rapida.

Infine non & difficile vedere che VYnim: xh (Mg

xnh(m) continua, cio® _é; (™) esiste ed & continua.

dg
Cio2 Ynim: £™heC™, da cui Y n ReC® per £ # O.

Dunque h & C” per £ # O.
Ma )

2

Segue #

Bg) = & (hig+3)-fcg-3)),
assolutamente continua, %'GLZ, f & a decrescenza

per £ # *3.

Segue che £ e
rapida, £ & C”
-



67

NUMERO 35

Sia e > 0. Poniamo f_(x) = 1n|x| se e < [x| « 1, £.(x) = Ine se
[x] < e e fE(xJ = 0 se |x| » 1. Calcolare la trasformata di Fou-
rier di £f_ e dedurre quella di f(x) = 1n|x[.H(1—x2) (H & 1a fun-
zione di Heaviside).

Per il calcolo di %e 51 consiglia di studiare @ (xX) = xfé(x).

SOLUZIONE

f & una funzione assolutamente continua a supporto compatto,dun
que féeL1(R) ed ha supporto compatto, e ¢EEL1(R).

q%(x) =1 se e < [x] <1, g(x) =0 altrove.

Ine

Fig.19
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1
&E(g) = 2'[ cosgxdx = é (sing-sineg) ' Vg # 0.

£

Essendo f‘EeL1 e assolutamente continua con fé, xféeL1, abbiamo

. _ vy~ ._s: d 'y~ s d L __d s
p_(&) = (x£)7(8) = ]'Hg(fe) (€) = ]'HE( 1E£f (E)) == 4qr (£ (&)

" d s 2. .
HE[EfE(E)] =t (sineg-sing)

quindi, dalla continuita di fe per la formula fondamentale del

calcolo
£ € e €g £ L
7 - of sinet _ sin - sint - sin -
gfe(g)—z‘[ =5 dt zf ¥ dt-zf — dr zf F dt
0 0 0 0
= 28i(eg)-8ig
y -
dove si & indicato il seno integrale con Siy =Jf Sﬂ?t dt.
0

Si(eg) _ . Sig
2 24 2 2%

La funzione f & data da f(x) = Injx| se O < |x] <1 e f(x) =0

se |x| > 1. In particolare feLl e

P ) -

+ao £
[f(x)-fE(x)|

- OO —E

[In|x|-1lneg|dx + O

~

Dunque fE + £ in L1 e %e + f uniformemente.

In particolare per ¢ fissato 'in R si ha

- oy n _ _5 Sigf
f(E) = 1im fE(E) = 2 —E—.

g0 ]
Osservazione - Si noti che f'(x) = % H(1—x2) non appartiene ad
L a causa della singolarita nell'origine. E' per questo che si

& resa necessaria 1'approssimazione per poter applicare il risul
tato (3.15) del capitolo III. In particolare

f;ethR) ve > O.
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Comunque, per il calcolo di 5F{1n|xl-H(1—x2)} si poteva procede-

re anche nel modo seguente:

xfeAcnL’ e
(x£)' = £(x)+p(x) €L (R)
-Ef" = f 4 _2_2_]_._1]._%_
Per £ » 0, abbiamo i
r. £
2 _ 1 _ sint
f(&;)—-g—[c Zf T dt]
0
Se fosse C # 0, avremo f discontinua in £ = O; questo & in con-

traddizione con 11 fatto che fEL1.

Dunque C = 0 e
25i¢g ) -

f(a)=--5—~ £ >0

Poiché feL! ed & reale e pari

2 _ _25i
£(g) = =5 v EeR . .
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NUMERO 36

Studiare a priori la trasformata di Fourier di

arct t
f(t) = _____fg___

Calcolare effettivamente la trsformata.(Si consideri l'equazione
differenziale del I1° ordine soddisfatta da f).

SOLUZIONE

feC”(R). Per t # O & evidente, in t = O basta considerare lo svi

P (_1)nt2n+1

luppo di Taylor di arctgts= }: “——onr7— per [t] < 1, da cui
n=0
' n_2n
£6t) = c% per |t| < 1.
‘n=G .

(a) f reale e pari =—= f .eale e pari
(b) feL? —= FeL?
(c) f & assolutamente continua con f'eLﬁsz; inoltre Ym > 1

f(n) & assolutamente continua e f(n% LquZ’ se ne deduce

-

xnf(xJeLZOCO.ed £ nulla -all'infinito, ciog f & continua in
R«{0}- ed=® -a-decrescenza wdpida.

.Calcolo di %:"

1 arctg t 1 1
£r(t) = - gL . — " T f(t)
t(1+t2) t2 t(1+t") t
Pt (t)+if(t) = —‘Zi
J+t

applicando la trasformata di Fourier ad ambo i membri
((£)~) trifomime” X

-xf' = 'ne_lxI

£r = -a

f.deve amnullarsi all'infinito. Per x < O abbiamo

X @
Yy -X
= - e = e __
B(x) = nf - dy 'rrf — dx
Y o X

per x > O il valore si ottiene per paritad. In conclusione

e—lxl
X
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eV
m 5 dy Vx # 0.
X

Studiamo ¥(x) per x che tende a zero. Sia 0 < x < 1.
1

Ty y
"f‘v—dy*“f%‘
1 X
il primo integrale & convergente. Integriamo per serie il secon-

do
L -y 1)n n-1
[Foe[ 48] e
X

Dunque f(x) = C-1lnx.
Si conclude che f ha una singolarita di tipo logaritmico nella

origine, in accordo con la proprieta xf(x) continua, dedotta a

£(x)

f(x)

priori.
"
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NUMERC 37

Sia f(t) = e-t se 0 <t <1, f(t) = 0 altrove.
Studiare a priori f e calcolarla.

SOLUZIONE

fELLﬁLZ,percib fELz, ¢ continua e nulla all'infinito.

f non & assolutamente continua, percid non abbiamo informazioni
a priori sul comportamento di x"%.

tnfEL1hL2 Vn > 0 dunque‘f(n% L2 Yn > O e %ecw(R). Inocltre tut-
te le derivate di f sono infinitesime all'infinito.

+ 00 1

%(x) = j‘ eith(t) =‘[ e—t+iXtdt = &

1x-1
- 0

ix-1_1



Si

Si
a)
b)

c)

a)

b)

c)
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NUMERO 38
consideri 1'equazione
e-t2 =./f“e_‘t—y|¢(y)dy téR
chiede di -
trovare la trasformata di Fourier dig,

senza calcolare @, mostrare che peC  ed & a decrescenza rapi-
da,
calcolare effettivamente @ .

SOLUZIONE -
2
e-t = e_ltl*¢
applicando la trasformata di Fourier
2 .2 =
ﬁexp(-x /4) = _.:;Z @(X)
$x) = T (1exPyexp(-x2/4)

~ g . n o
peL’ e xngpeL1 Yn » O. Percid _QH @ ¢ continua ¥n » O,cioé

N o dx

Inoltre & & C" e tutte le sue derivate appartengono ad L1 per
ché sono del tipo P(x)exp(-x2/4) con P polinomio. Dunque
tnw(t) + 0 quando (|t} 4=

Ricordando che
9’{exp(-t2)} = /Fexp(-x2/4)
F Y = -x*E(x)

Si ha
, 2 2 2 2
_ 1 -t 1 d -t _ (3 2} -t
p(t) = 5 € v "de(e ) = (-Z--Zt )e .
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NUMERO 3S

Si consideri la funzione g(t) = t.cost.ln|5t] se |t] < %, g(t)=0
altrove.

a) senza calcolare esplicitamente §(x) dimostrare che essa & c®

g(n)

e 2 nulla all'infinito per ogni n » 0;

b) calcolare g(x) sapendo che, posto £f(t) = 1n|t] se |t] < 1 e
£(t) = 0 se |t| > 1, si ha f(x) = -2 §§5 (cfr.Es.35).

SOLUZIONE

a) g(t) appaftiene ad L1 ed ha supporto limitato.
: : n
Dunque tng(;)EL1 Yn » 0, e fgﬁ g & continua e nulla all'infi
nito per ogni n. dx
b) posto h(t) 1In|5t| se |[t] < 1/5 e h(t) = 0 se |[t] > 1/5 ri
sulta h(t) = £(5t) e A(x) =-Zsi .
Poiché h e th appartengono ad L}, si ha

CF{th(t)} = -i dix h(x) = % (sin ¥ -si ¥)
X
1

Infine da cos t= » (elt+e™ 'ty abbiamo

g(x) =‘;__£_7 [éin Eg—l--—Si X+1] +E;f%;7 [sin Eil--Si Egl]'.
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Posto

+ oo

v(x) =f ulx-t) 4

J 1241
Si studi la regolarita ed il comportamento all'infinito di v nel
le ipotesi:
a) uel! (R);

b)

a)

b)

(1+)x1)ueL (R) .

SCLUZIONE

Sia ueL1. Poiché (1+t2)_1EL1, la convoluzione 1.1*(1+t2)-1 & ben

definita e risulta VEL1. Inoltre
-~ -~ 1 -
V=u.{—>
(1+t )
Poniamo f(t) = (1+t2)_1. Risulta immediatamente che feC e
Yn » O f(n)eLLWLZ. Ne segue che f & continua e ¥n » O emE ()

2 nulla all'infinito ed appartiene ad L%, Poiché G & limitata

si ha
~ - ~ 2
gnv(g) = u.gnfEL“ Yn » O.
Quindi v & infinitamente derivabile e tutte le sue derivate
sono in LZ.

(n) e v(n+1)€L2 (n)

Poiché per ogni n, v , si ha che v ¢ conti-
nua & nulla all'infinito. In particolare v si annulla 211’'in-
finito.

1 1

Sia (1+|x|)uel’. Allora ueL1, xuel .

Dunque dect e 4,u' sono limitate. f,xfeLz, ne segue f assolu-
tamente continua e f,%‘eLz.

Dunque il prodotto v = U.f & assolutamente continuo e

~

IV = |Q].[£] <« cq|f]
[v'[= [G'.F+u.£'| < |u'|.[E|+|0]|.|E"] < c2|f|+c1[f'|

Ne segue che V,G‘ELZ e quindi xveL2 che & una ulteriore pro-
prieta di annullamento all'infinito. Ovviamente continuano a
valere tutte le proprieta dimostrate al punto a).
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~

Nota. f pud essere esplicitata: £(£) = e lE1, Quindi

v(g) = e—lglﬁ(i) da cui si possono leggere piili direttamente
le proprieta di v. '
]




Assegnata f(t) = (t+1i)
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-3.

a) Senza calcolare effettivamente f, studiare a priori la tra-

sformata di Fourier.

-~

b} Calcolare f.

SOLUZIONE

a) La funzione f non ha singolarita reali e all'infinito si com-

b)

5
porta come 1/t3. Pertanto f e tf appartengono ad LL\LZ; t°f
appartiene ad L%. Di conseguenza f e é% £eC%L% e sono infi-

2
nitesime all'infinito, e ggz fELZ. _
X ,
2

Per ogni n » O f(rueljrm., percid x"f(x)eL* ed & infinitesi-

ma all'infinito.

m
Vkey, 3m t.c. tX -4 feryer’.
Dunque ‘ kdt
Vkeny, 3 m t.c. —QE (x™£(x))eC®(R) -
dx
Se ne deduce che feC”(R\{0}).
+ oo
- itx dt
£(x) = f e 1
s (t+1)
eizx
La funzione di variabile complessa g(z) = ¢ analitica
(z+1)
in ¢\{~i}. z = -i & un polo triplo.
3

. -3

Inoltre (z+i) ~ |z| ~ per |z| >> 0.

Applicando il teorema dei residui, e considerando un circuito
contenuto nel semipiano superiore per x > O ed uno contenuto

nel semipiano inferiore per x < 0, si ottiene

( eizx x2 x
Res ,~1)=-5- e
(z+i)° 2
N ~Tr'1x2ex x <0
f(x) =

0 x >0

Si noti che il valore in zero & ottenuto per continuita di £
essendo felL'.



a)

b)

c)
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Sia f(x) = arctg J%. Mostrare che la trasformata di Fourier
X

esiste e studiarne a priori le proprietad di sommabilita, rego
laritd e comportamento all'infinito.

Mostrare che f(g) = 27re_IEI sing . (5i consiglia di calcolare
la trasformata di é% f(x)).
Dimostrare che vale 71 'identit3

arctg 4% = arctg(x+1)-arctg(x-~1)

X
e sfruttarla per dimostrare che

7 Wome lE] i%?é = £(x)
indipendentemente dal punto b).

SOLUZIONE

. [=2 . - . - L. -
.Osserviamo che f € C (R). L'affermazione & di ovvia verifica

per x # O. Consideriamo f vicino a zero. Risulta

lim f(x) = 1lim arctgts= % .

x=-+0 tor+te
Dunque posto f£(0) = %, f risulta continua anche in x = 0.
Applicando la regola de L'Hépital

£1(0) = 1im EEIEO) g4, 2dx g

‘ x-+0 X+0 x +4

Dﬁnque £'(0) esiste, inoltre

f'ix) = :%E_ YxeR

x +4

E' allora ovvio che f'€C”(R) e dunque feC” (R).
Usando ancora L'H8pital:

1im £O0 o ogyp BTEtRT gy, 1o,
[ X |0 i x-0, t+0, 1+t

Dunque Tf(x)[ RS J% per |x| grande. Cid prova che feLquZ.
Quindi X

1 %(E) esiste per ogni EeR,

(2) £ & continua e nulla all'infinito.

(3) feL’.
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Da quanto sopra risulta che xfeC (R) e all'infinito si compor
ta come % . Dunque xfELZ, xf¢L1.

Essendo in particolare f,xfEL2 risulta:

(4) £(g) & assolutamente continua e é% f(E)ELz(R).

Poiché £'(x) = Z2X, si ha £™MeL!RINLZ(R), Vn.
X +4

Dunque:

(5) gnf(g) 2 nulla all'infinito per ogni n.
Le ﬁroprieté (4) e (5) assicurano che

(6) fel' (R

Infine, essendo f reale e pari, risulta

~

(7) f reale e pari.
Poniamo @(x) = £'(x) = :%5-
X +4_

Essendo ¢ reale e dispari, @ sard immaginaria e dispari.
Calcoliamola per £ > O:

Fig.20
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+ oo . .
- _ 1gx _ igz
P (E) =f zxe ” ux - 1imf—iz—j__dz = 2mi(ry+ry)
J x +4 R+ z7+4
R
dove T (j = 1,2) & il residuo in Z; dell'integrando e
z, = 1+1, z, = -1+i sono poli semplici
itz igz
_4geifz  -4z.e ] e o0
rj'= lim (z-z.) 7 = 33 = -
2>z J z +4 42j zj

) _el€e‘€
T 21

_ 18
T = Z1
- -y olE_,-iE -
p(g) = -2nie £ S——ig——— = ~2rie gsing per E >0
dovendo essere & dispari e continua

é(g) = -znie_lglsing Y EeR,

Ora ¢ =(£)7°(8) = -igf(e).

-igf(g) = —Znie_lg‘sing

Per x = 1 1*identita & vera. Inoltre si verifica che le deri-

vate di ambo i membri sono uguali in R.

Si ha
7! Zne-lgg'i%?é AT |€l$ E%§2£
Posto p(x) =1 se |x| < 1, p(x) = 0 se |x| > 1, & noto che
p(g) = EE%EE F $ = ne-IEI
X +1
Dunque
| ) X+
g"“l ZTTe-lgl 51n5 = 71 p(x) f (X S ds =f CZIS =
& x"+1 s7+1 x-1 S *1

arctg(x+1)-arctg(x-1) = arctg Q% .
. , X
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Mediante trasformazione di Fourier trovare almeno una soluzione

dell'equazione

u"(x) +2xu'(x)+4u(x) =0 X€eR.

SOLUZIONE

Posto y(£) = G(E), si ha
-E%y(E) -2 £ (Ey(8))+4y(E) = 0

g
) 28y = (2-£9)y.
Ragioniamo per £ > O: .
y' .1 _§
y £ 2 2
Iny = 1nC+1lng —%r
2
_E
y(E) = Cke K £ > 0.
Si verifica immediatamente che
£2/4
y1(€) = CEe EeR

& una soluzione di (*)

ux) =F iy = cF!

2 2
X

(e}

2 2
i) et

_ d -x° _ -
= CO Ix © = C1xe

Osservazione - Si noti che (*) & risolta anche da
-2 /4

y = Cle]e
Cid non deve sorprendere perché (*) & singolare nell'origine.Se-

gue che

2
u, (x) =57“:lg;g'€ /4

fornisce un integrale dell'equazione data indipendente linearmen

-

te da quello gid trovato. L'integrale generale & percibd:

2
u(x) =-C1xe'x+cz.9"1§lale’g /4f
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Assegnata la funzione g, trovare (formalmente) una rappresentan-
te integrale della soluzione y di
y (x) +'/‘e_ty(x—t)dt = g(x) —o & X < +©
0
Calcolare esplicitamente la soluzione nel caso particolare in cui
g(x) = esz(—x), dove H & 1la funzione di Heaviside,

SOLUZIONE

L'equazione si scrive y+y*(e “H(x)) = g.
Applicando la trasformata di Fourier

~ o~ 1 ~
y+y T3 ~ 8
s 1-if s _ s . 1 -
y-z_lgg_g Z-IEg

Ma essendo

-iax
-1 1 1 e _ . =2x
7 2?1‘5} =77 VP f 7org 96 = & TTHG)

-0

(grazie all'applicabilita del lemma di Jordan e del teorema dei

residui), risulta

(=]

y(x) = g(x)-(e-sz(x))*g(x) = g(x) —J[ e_ztg(x-t)dt.

0
Se infine g(x) = esz(—x)
y(x) =,e2xH(-x) —jre-Ztezx_ZtH(t—x)dt =
8]
o ©
= e?¥H(-x)-e*XH(x) fe‘“dt - e “¥H(-x) fe‘“dt .
X 0

< % eZXH(-x)-% e_sz(x)
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Considerata 1l'equazione di incognita u

+ oo
(1) u(x)+Ai jﬁ e—lx_glsign(x—g).u(g)dg = £(x) - < X < +o,
Risolverla (formalmente) nel caso
A =1, £(x) = (1+ix)e"|"|
SOLUZIONE
u(x)+Aiu(x)*(e'lxlsignx) = f(x)

Applicando la trasformata di Fourier, si ha

0 >

_ _feigx+xdx +feigx—xdx _ _2ig
2
g7+

gF;e—lX]signx

J '
Dunque Gi(E)+AiG(E) %ig = £(&)
£7+1
2
(2) () = —=1— 2(g)
ET-27E+]

Nel caso particolare si ha

- - 5
f(E) =7 (e |Xl +F i}(enlxl = 22 + dE 22 = 2 € ;1-2&
£7+1 £°+1 (E“+1)
0 2
u(g) =
gl+1
x|

da cui u(x) = e~
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Discutere l'esistenza di soluzioni uELz(R) dell'equazione (1)
dell'esercizio n.45, al variare di A in R e di f in LZ(R), sotto
la condizione: f(x) = 0 per [x]| > 1.

In caso di esistenza , studiare il comportamento akl'infinito del
la soluzione nel caso |A| < 1. B

SOLUZIONE

Studiare il problema dell’esistenza della soluzione in LZ(R), si
gnifica studiare quando, nelle ipofesi fatte su £, la (2) forni- "

sce ﬁeLZ(R).

Posto 2
AX(E) = _%_il___
S ES-22E-1
si ha
lim AA(E) = 1 YA,
E;-ri-co

Dunque IAA(E)I < 2 per |g| > n, Per n, opportuno. Percid

1A 0)E@) | « 212 per |g]| 3,

Segue
. . :
(3) Ay EeL® (RN [0y, o0y 1D
Dunque basta vedere sotto quali condizioni risulta
2
AAfE Ligc (R

Distinguiamo alcuni casi

(a) |x] < 1. Allora 52—2xg+1 # 0 Yg. Segue A limitato in R da
cui AAfELZ(R). Quindi esiste una ed una sola soluzione
uELZ(R) data da u =5;-1{Ak%}

(b) X > 1. Allora £2—2AE+1 si annulla nei due punti €12 =Aivkz—1

nei quali A, & singolare. Ma f(x) = O per |x| > 1 implica

A 2 oo
xnfeLz(R) ¥n e dunque feC (R). Percid nell'intorno di £ si
ha £(£) = (g )+0(E-£). | |

Allora A,f 2 L% nell'intorno di £, se e solo se fe,).= o,

cioé se e solo se



(c)

(d)
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+oo

ig1x
j' e f(x)dx 0.

+o0 . +0

: 1£1x igzx
(4) f e f(x)dx f e f(x)dx = O

—co -0

Dunque se

risulta A.f localmente limitata da cui (tenendo conto di (3))

- A

AxfeLZ(R) e quindi (1) ha una e una sola soluzione ueLz(R) da
ta dau=57—1(AAf). In caso contrario (1) non ha soluzioni in
L2 .

X = 1. Segue '

2
E"+1]
A, (&)
A (6-1)7

da cui -
2
y _ BT+ 2 Y 1)« 132
M (0EE) = 2=y (2 BHD. (6-1)+00(E-D) )]
Allora Ax(g)%(g) @ L nell'intorno di £ = 1 se e solo se
£(1) = £' (1) = 0. Dunque se
+oo + 00

./.eixf(x)dx

risulta AAE localmente limitata da cui AAEELZ(RJ e quindi (1)

ha una & una sola soluzione ueLz(R). In caso contrario (1) non

2

xel¥f(x)dx = 0

- o

ha soluzioni in LZ(R).

A = -1. Ragionando come nel caso precedente si ha se
+ o0 +co
j. e *f(x)dx = jﬂ xe *f(x)dx = O,

(1) ha una e una sola soluzione ueLz(RJ.

In caso contrario (1) non ha soluzioni in LZ(R).

Si potrebbe dimostrare che in ciascuno dei casi esaminati in
cui (1) non ha soluzioni in L2(R), (1) ha in «'(R) (distribu-
zioni temperate) w? soluzioni: cioé soluzioni in ¢'(R) esisto
no e dipendono da due costanti arbitrarie, provenienti dal
fatto che il denominatore di AA ha, nei casi esaminati, o due
zer1 semplici o uno zero doppio. Ad esempio (2) nel caso (b)
diventa
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a(g) = g(E)+C16(€-E1)+c25(E-€2)
ove g & una distribuzione (temperata) tale che
(e2-2ae+1g(e) = (&2+nEE)

Quindi le soluzioni ue#'(R) sono date da

=F" ! ! =_j_'_
u =% g+cC 1e +c2e ove ;j o Cj).
Per quanto riguarda il comportamento asintotico, & richiesto
l'esame del caso (a). Come si & visto la soluzione esiste ed
¢ unica e AA e& limitato. Anzi si vede subito che A(n) ¢ limi-
tato in R VYn. D'altra parte da xnfeLZ(R) Yn, segue f(n)ELZ(R)

Vn. Segue

~(n) (n) _ ny (k) 2(n-k) _ 2
i = (AD - io(k)AA £ eL”(R)  V¥n.

Quindi

(5) xPuel?(R) ¥n.

Cid significa che u ha "un forte annullamento medio" all'infi
nito.

Si noti che nei casi (b),(c),(d) 1la situazione & molto pib

(n%ELZ(R] occorre imporre (ad esem-

complicata. Per dedurre u

pio nel caso (b)) 1l'annullamento delle derivate successive di

f per £ = £ 2 inhquanto in tali punti le derivate di AA sSOno
L Bt

singolari.

Usservazione - Le ipotesi fELZ(R) ed f ha supporto limitato im-
plicano fEL1(R). Dunque ha senso calcolare i valori puntuali di

£, ed in particolare esistono gli integrali (4).
]
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Trovare una soluzione dell'equazione

y(x)-y"(x) = e"xlsignx qg.o. in R

SOLUZIONE

Cerchiamo yeLz(R) con y,y' assolutamente continue e y',y“eLz(R).
Si ha

(1+g2)§’(€) =F e_lxlsignx = —9’% d e—lxl = 1'E;97§e_lx| = ig —2—-2
1+€
2iE o d 1 d 1.} -1xl i) —1x)l
y(g) = = -i = -1 5F;e = > 5F{ixe !
(1+£%)2 I g’ a2 &
gl g Xl
=F 7 Xe
dunque y = % xe x| che ha la regolaritad imposta all'inizio.
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Data 1'equazione di incognita u:
u(t)-u'(t) = H(t-t%)e” "t teR

dove H & la funzione di Heaviside:

a) calcolare formalmente (x);

b) dedurre dal punto a) che u & continua e t"u & infinitesima al
1'infinito per ogni n » O;

c) calcolare u,

SOLUZIONE

1 .
; ix-1

_ 1xt -t _ € -1

‘_[ e e Tdt = T

0

Trasformando 1'equazione, abbiamo

a) FlH(t-t2)e T

fi+ixQ = el 11
=& _ !
1x~1

1_eix-1
2

x"+1

=]

b) ger!

ta come 1/x2. Dunque u & ‘continua e si annulla all'infinito.

perché non ha singolarita reali e all'infinito si compor

_a° el Yn 3 0
dxn 1+x © : R n

Qt ix ) o dk 1 dn—k eix
@ el Fo'K G Tl 0
oo dt L
Percid — GeL (R) ¥n >0
dx
e u(t) all'infinito & un infinitesimo di ordine superiore ad

ogni potenza di t.

c) u(t) = % o1t _7%_e-|t—1|
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Calcolare la trasformata di Fourier di

1 ft| < 1
£(t) = h—t2
0 [t] > 1
SOLUZIONE

feL1(R) ed & percid F-trasformabile (infatti ha supporto limita-

to ed ha due sole singolarita, #1, che sono integrabili perché

del tipo 73,

Poniamo A -
g(t) = (1-t2)f(1)
geL1, inoltre

g'(t) = -2t£+(1-t2)E" = -tf Yt # £1.
t
tfelV(R) e g(t) =‘[ [-1£(1)]d7

Se ne deduce geAC e g' = -thL1.
Tenendo conto di § = f+f" trasformiamo l'equazione g' = -tf:

-igg = i(itf)”

-g(E+m) = £

gfr+fregf = 0

ng"+gf'+€2f =0 equazione di Bessel di ordine O.
La soluzione generale & del tipo

C1JO(EJ+C2K0(E)
dove JO ¢ la soluzione regolare nell’oriéine e KO € quella singg

lare. Poiché feL’ implica EEC°, dovra essere c, = 0. Inoltre,poi
ché JO(O) =1,

- 1
Cqy = f(0) = J. dt = [arcsint]
2
1-t -1

n
=
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Osservazione 1 - Mediante il calcolo diretto si ottiene
1 . 1
. 1té
£(8) =f £ dt =f COStE 4¢
4 V-t ~» Vi-t2
Si & dunque ottenuta una dimostrazione della rappresentazione in

tegrale di Jo:
1
J () = 1 COSEL ¢

B Y

Osservazione 2 - E' stato necessario introdurre la funzione g per
ché f¢AC. In particolare la derivata nel senso delle diétribuzig

~

ni di £ non appartiene ad L1 (non & integrabile vicino a #£1).

/
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Siano q:eL1(R) e feLz(R) tali che

+ oo

f @p(x)dx =1
Provare che
+o
1im nf f(x-y)gp(ny) dy = f(x)
n-+c

-0

. 2
dove il limite va inteso nel senso della convergenza 1n L (R) -

SOLUZIONE
Posto -
fn(x) = n;[f(x-y)w(ny)dy
é :
fn(x) = f(x)*(ng(nx)).
Applicando la trasformata di Fourier
£ = f(g)q:(%) n>0
@ & continua, perché ge L. Dunque per.ogni fissato ¢ abbiamo
+ o !
lim @(ﬁ-) = @(0) = f«pdx = 1.
n-+o

-0

Segue
1im [20) 2. 1pE-112 =0 q.o.
n-c

Inoltre + o
95| < f lplax = lgl

da cui: *

- 2, -
2@ F1ed-112 < (E@ (gl ,+1 7 eL] .
L £
Per il teorema della convergenza dominata (Lebesgue) segue

+o0 b d- -]

lim f‘fn(")'f(x)lzdﬂﬁ 1imf 12, (e)-F(e) | %ae =
=00 n-c
" e +o =@

- 7% 1Iilmf 1Ee) |2 1p)-112%de = o.
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Sia f una assegnata funzione Fourier-trasformabile,.

Risolvere formalmente il seguente problema (equazione del calo-

re):
BU(X,t) - Bzu(x,t) t > 0 o ¢ X < 4@
ot ax2 : ’
u(x,0) = f(x) ~w < X < +®

Discutere la convergenza (per t che tende a O ,) della soluzione
formale a £(x) nei seguenti casi:

a) feL’;

b) f assolutamente continua con f,f'eLZ.

SOLUZIGONE

Procediamo formalmente applicando all'equazione la trasformata

di Fourier nella sola variabile spaziale x:

g(g,t) = feigxgcx,t)dx Ygel,
otteniamo

| 3% 6Ge,0) =570

3t u(g,t) =-g7u(g,t)

)6(5,0) = £(g)

l'equazione differenziale in 4 & ordinaria (£ & un parametro in
~quanto non compaiono derivate rispetto a £).
2
d(g,t) = c (g)e £t
imponendo il dato iniziale

2
G(e,t) = B(gre & °

Ricordando che

2
Fle X = Pg exp(-£2/4a)
si ha
2
X Foo
1 4t 1

u(x,t) = f(x) * e =

2
f(x-ylexp(-y~/4t)d
2Vt 2yt f yIERRLTY Y

-00
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Si notino le forti propriet3d regolarizzanti dell'equazione del

calore, per i tempi positivi:

se feL1(ofeL2), per ogni fissato t > O risulta

2
Mg = Fet tgneLg ¥n > O

. -~ - w . -
dunque G & di classe c nella x e. dall'equazione ug = u. & an-

che C” nel complesso delle variabili x e t nel semipiano aperto

t > O.

a) Sia feLZ. Allora lim u(x,t) = f£(x) in LZ.
t-+0
Dimostrazione

”u(x,t)—f(x)“z2
L

2 8, 0-2@)7, -
2 |

S
7%3/]%(£)Iz-le'g E-1)

quando t tende a zero,per il teorema di Lebesgue.

2

df - O

-Ezt
Infatti |e -1| tende a zero Yg e
C ]
1212178 Y 2¢ a1E1%L’ vt »o0.

b) Se f & assolutamente continua con f,f'eLZ, allora u & continua
nel semipiano chiuso {(x,t): t > O}.
Dimostrazione: bastera dimostrare la continuitad in t = O per-

ché per t > O ueC”.

2 2

, e dunque (1+|g|)%EL .
E ovvio che T:%ET eL?. Applicando la disuguaglianza di Cauchy

Nelle nostre ipotesi f,EfEL

si ha
- TT%ET C[G+1eEE)] el

allora dalla formula di inversione

+ o0 +oo
. . g2
2t saplu(x,t) -£(x) |< f lace,t)-Ece) |de f |Ece) . 1-e78 Flag
X

quest'ultima quantitid tende a zero quando t tende a zero per

il teorema di Lebesgue, grazie all'appartenenza di f ad L.
B
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Risolvere formalmente il problema seguente (equazione delle on-

de) di incognita w = w(t,x)

BZW BZW
- =0 XeR, t > 0
at?  ax
(1 w(x,0) = f(x) XER
aw -
5?(x,0) = g(x) XER
SOLUZ IONE

Consideriamo dapprima il problema

2 2
iy - 3% -0 XER, t > O
5t 3x
u(x,0) = f(x) X€ER
AE(x 0) =0 XER
at ™ ™?

Applichiamo la trasformata di Fourier rispetto alla variabile X
2

a—%(E,t)ﬂzzﬁ(a,t) =0 EeR, t > O
at

G{E,O) = f(E) EeR

=% 006,00 = 0 teR

dall'equazione si ottiene
e, 1) = cq(e)ett e, (g)e MET
imponendo le condizioni iniziali

ci(E)+cy(E) = E(E)
5% 0(£,0) = i£(c,(E)-c,(£)) = O

ot

da cui c1(£) = CZ(E) = % f(&)
G(e,t) = 4 Beerettt + 1 p(gyem it
u(x,t) = % f(x+t) + % f(x-t)

Consideriamo ora il problema
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3V a v

- =0 XER, t > O
at?  ax?
v(x,0) =20 XER
N(x,0) = gx) xeR

trasformando con Fourier

2

a“Y 2
— * £E°® = 0
ot

Scriviamo l'integrale‘generale nella forma

V(E,t) = c1(£)cos£t+c2(£)singt

dalla condizione ¥(£,0) = O si ricava c1(g) =0 |
dalla condizione %%(E,O) i 5% v(g,t) = cz(E)Ecos£t|t=o = Ec,y(8) =
- 3 . s _ g(&)
= g(g) si ricava cZ(E) = 37;— . -
Dunque )
v(g,t) = g(g) SiDEE
Tenendo conto diJ?'Eiﬁgi = ﬂp(é) si ha
. +¢o0 .

vu¢)=umw”i%ﬁi=um%pé)=%fgum¢§MT=

X+t —co

= -}f g(t)dr
xX-t

Per la linearita del problema (1) la soluzione u con entrambe le
condizioni iniziali non omogenee si ottiene sovrapponendo le 2

soluzioni trovate
X+t

wix,t) = u(x,t)+v(x,t) = % fx+t) + % f(x-t) + %;/. g(s)ds

X-t

Osservazione ~ Si notl che a differenza dell'equazione del calo-
re non si hanno effetti regolarizzanti. Infatti una eventuale

$ingolaritd del dato iniziale £ in x = Xq 51 propaga luango le

cardtteristiche x+t = XO e X-t = XO'
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Sia @ = {(x,y)ERZ: 0 <y <1} e fELZ(R).
Calcolare (formalmente) la trasformata di Fourier della soluzio

ne a = u(x,y) del problena

u-pau = 0 in @
u(x,0)
u(x,1) = £(x) XER

0 XER

Mostrare che per ogni valore di y fissato (0 &« y € 1) si ha

+eo

[ oo e cqa?,
L

-0

e che
lim ffu(x,y)-£(x)|| , =
y+1 - LX
SOLUZIONE
Posto

t(g,y) = Jr eigxu(x,y)dx

l'equazione e le condizioni al contorno diventano
2

) 2\
<94 = (1+£9)48
ay?

4(g,0) =0
G(e,1) = £o)

l'integrale generale & della forma
G(g,y) = A(a)sh(y £2+1)+Bch(y £2+1)-
Imponendo la prima condizione (in y = 0), si ha

0

a(e,0) =Bch(0- gz+1) = B =0

Dalla seconda

t-asn(leT) — 2 - L@
A0
Gcg,y) = £(&) &(@

sh(PEEI;)
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Dalla disuguaglianza

5
(1) shlyVe +1 l”\<1 se 0<y< 1

sh(b£2+ )
e dall' appartenenza di f ad L si ottiene ﬁeLE e ueLz. vV ye[O, 1]

Poniamo

400
2
lucx,t) ] 2dx = [lul]
-0 Lx

Dobbiamo dimostrare

futx, i , < £l , vyelo,1].
Ly Ly | ‘
Grazie all'identitad di Parseval & equivalente provare che
lace, Il , < IEl vyelo,1] g
L Le

Ma questo discende banalmente dalla disuguaglianza (1).
Sempre dall'identitad di Parseval, si ha

Hu(x,yJ-f(xJHiz - 2m Wace,y-EE)?

+ o 2

- 2m! ./‘ HGIEAE -Eﬁgllﬁfilz ae
e sh(PEE:T)

Quest'ultimo integrale tende a zero quando y tende ad 1, per il
teorema di Lebesgue. Infatti per y - 1 la fun21one integranda
tende a zero q.o. in £ ed & maggiorata da |f(g)| che appartiene
1
ad L_.
€
n
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Determinare, mediante trasformata di Fourier, una soluzione
u = u(x,t) dell'equazione

%% = %% + e_lxlsign X XER t >0
Jutx,00 = 0 xeR
SQLUZIONE
Posto
+
a(g,t) = elgxu(x,t)dx

- 00
l'equazione trasformata @

%% = -ig0 + E%E—

£+1

L'integrale generale & somma dell'integrale generale dell'equa-

zione omogenea

c(g)e 6t
e di un integrale particolare (indipendente da t) dell'equazione
completa
2
1+§
Imponendo la condizione iniziale, si ottiene
0(£,0) = 0 = c(g) + —=
1+§
c(e) = -—2,
1+§
_ 2 _-1Et
ﬂ(a,t) = 7:;7 (1 e )

antitrasformando

u(x,t) = e 1 X1 _m1x+t]

Osser#iamo che la soluzione u & assolutamente continua in x e
u(.,t), %%(-,t)eL1 Vt, i1 che giustifica a posteriori i passag-

gi formali effettuati per calcolarla.
n
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Calcolare formalmente una soluzione dell'equazione

+coo
2y" (1) -f e

-0

—Isly(t—s)ds = _e—ltlsignt teR

Giustificare a posteriori i passaggi formali.

SOLUZIONE

Cerchiamo una soluzione yeL1(RJ con y,y' assolutamente continue
e y"eL1(R). Poiché e_|t|eL1

+co

e_ls’y(t-s)ds 1 )

e-ltl*y el

=00

g letelf . 2

T+x

E' noto che

2
inoltre
_e—|t|signt = a‘% e-ltl

Applichiamo la trasformata di Fourier ad ambo i membri della
equazione

-2x e L j ) - - Hx

T+x T+x
yx) = -2 et (RINLE(R)
X +X +1
e -itx
i xe
y(t) = =— w7 dx
Zm x4+x +1

-00

La funzione analitica di variabile complessa

-itx
£(z) = 28
zZ +z7+1
ha quattro poli semplici:
2y = elw/S Lz, - elZw/S . zq = e14w/3 N ei5'rr/3

Sia t < 0. Consideriamo il circuito Cr in figura, con R > 1.



fUv

Fig.21

Applicando il teorema dei residui ed il lemma di Jordan si ha,
per t < O:

y(t) = ‘zin 2ni[Res(£,2,) +Res (£,2,)]

Calcoliamo i residui
—itz1

zq© O t(¥V3-1)/2 _
Res(f,zq) (7,-2,0(2,-25) (2,°2,) ~ 3173 =
tv3/2 _
e . t . t
= - ~—~—— (sin +icos|s.
2 (sin(§)icos(3)
—itz2 =
Z,® _ et 3/2 . t A
Res(f,z,) = (2,-20(2,-230(z,-2,) /3 1C05(7)_sm(7))
v{t) = 1 sin % e/gt/2 t <0
V3

1

poiché y & immaginaria pura, dispari e appartiene ad L', vy risul

ta reale, dispari e continua. In conclusione

v(t) =—1—sin%e"/3't|/2 Yt ER.
3
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Poiché y,y'eL1 e sono assolutamente continue ed & y”eL1 i pas-

saggi formali effettuati per calcolare la soluzione sono giusti-

ficati.
n
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NUMERO 56
Mediante la trasformata di Fourier, risolvere 1l'equazione:
Foo +c0 ‘
(a)‘[ e tu(x-t)dt +./‘ u'(t)e-lx_tldt = % e—le ~® ¢ X < +o,
I 0 T

La funzione u cosl determinata & l'unica soluzione dell'equazio-
ne (a) appartenente ad Lz(R)?

SOLUZIONE

Sia H 1a funzione di Heaviside. (a) si scrive

(1-1(2C)e"x)*\.|+u‘*e-le = % e_lxi

(1 Flux)e™ =.[ e (18-Txgy -
0
0 Fo
Sfte-lxiﬁ =./.e1€xexdx +J[ elEXeXgyx - —J£7
a o) 1+§

Flu(x)} = -iEh(E)

Applicando la trasformata di Fourier all'equazione
- 1 2 1

5 0{8)-1i8G (&) =
-t 1+6° 148
1
0(g) = 7=
1-1% o~ 1xE
La funzione di variabile complessa f(£) = T ha come unica
singolaritad isolata il polo semplice £ = ~-i con residuo ie™®
Dunque
+m .
-1x§ i
u(x) = 2% f Te_—'i"g— dg = H(x)e X,
=00

Si noti che u si pud ottenere (senza il calcolo diretto) dalla
(2).

La soluzione trovata & 1l'unica appartenente ad LZ(R)

perché la trasformata di Fourier & un isomorfismo di LZ(R) in sé.
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Determinare la soluzione u in LZ(R) di

+ oo

2 2 .2
2u' (x) +f u(x-y)u(y)dy =ﬁ e™X7/2 d—dz e X -~ < X < +om,
X

- oo

Esistono altre soluzioni nel senso delle distribuzioni?

SOLUZIONE

Trasformando l'equazione si ottiene

2 2
02-262a-ne"8 /22 me%e78 /Y 2 0

2 _rl 2
agg) = 52¥V24-2/F52e‘5 [4ime™87/2 . gly(gl-ymeE /4

/Fe_€2/4
= 2
\\\Zgz-/ﬁe-g /4

u appartiene ad L2 <> ( appartiene ad LZ. Percido & accettabi-

le solo la prima radice. Antitrasformando si ottiene 1l'unica so-

luzione appartenente ad LZ:

2
/e & /4$ = e ¥
£2/4

u(x) =g

La funzione g(g) = Zgz-/Fe_
(cio& appartiene ad ¢').

& una distribuzione temperata

Se & & la distribuzione di Dirac abbiamo
§ = 1
F(-25") = 2628 = 22,
Dunque l'equazione data ammette come soluzione anche la distribu
zione temperaté v ) -

u = -26"- %

purché l'integrale al primo membro sia interpretato come convolu
zione u*u, e le derivate siano intese nel senso delle distribu-
zioni.

=






CAPITOLO V

TRASFORMATA DI LAPLACE

Sia F: [0,+=) + ¢ una funzione integrabile secondo Lebesgue in
ogni intervallo limitato [0,T] (brevemente diremo FeL] ([0,+=))).

loc
Sia se €, Consideriamo

T
(5.1) limf e StE(t)dt

T

0
Se questo limite esiste per qualche valore di s esso risulta una
funzione della variabile complessa s. Tale funzione & detta tra-
sformata di Laplace di F e sara indicata nel seguito con & {F} o

brevemente con f(s).
Dcf. Indicheremo col nome di ascissa di convergenza il numero
" reale

(5.2) Ap = inf{xeR:3sec per cui esiste il limite (5.1) e
x = Re s}

La trasformata di Laplace & un operatore lineare, cio2: se F e G

sono trasformabili allora,
(5.3) £L{aF+8G}(s) = aAF}(s)+RHAG}(s)

Va,BeC e VseCt.c. Re s> max(AF,AG).

Proprieta della trasformata di Laplace

I) Se F & trasformabile (cio& se 1'ascissa di convergenza Mg &
minore di +=), allora l'integrale di Laplace (5.1) esiste in
tutto il semipiano Re s> Ap che & detto semipiano ci conver-
genza, € non esiste in nessun punto del semipiano Re s< .
Se Ap = =, l'integrale esiste VY seC.

IT) La trasformata f(s) & una funzione analitica della variabile
s nel semipiano di convergenza e risulta

£ sy = (-1 XettRE()] v keN
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Osservazione. In alcuni casi, effettuando il prolungamento anali
tico di f(s) partendo dai valori assunti nel semipiano di conver
genza si ottiene una funzione polidroma. Cid significa che 1'in-
tegrale di Laplace definisce nel semipiano di convergenza una

branca analitica ad un sol valore di una funzione polidroma.

I11) Se F & assolutamente continua e F' & trasformabile allora
anche F & trasformabile e risulta
CP{F'}(s) = s¥{F}(s)-F(0)

IV) Sia F trasformabile nel semipiano 'Re s> . Allora la primi-

tiva & trasformabile nel semipiano Re s> max(ix,0) e

t
.?;f F(r)dy = -;—.?{F}(s)
0

V) Se £ =%{F) con FeL] _([0,)) si ha, ¥yeR:

lim f(x+iy) = 0
X-++co |

Definizione 5.1. Una funzione F di variabile reale, si dice asso

lutamente trasformabile (secondo Laplace) se 31seC t.c.
e SYE(t)] L1(o,+=). -

Osserviamo che l'assoluta trasformabilita implica la trasformabi
lita, mentre il viceversa &, in generale, falso.

1
loc

zione di F e C la funzione
T

F*G (t)=f F(t)G(t-1)dr te[0, +=)
: 0
Si noti la differenza rispetto al prodotto di convoluzione intro

Definizione 5.2. Se F,GeL ([0,+=)), indicheremo come convolu-

dotto per studiare la trasformata di Fourier.
Tuttavia, se si considerano solo funzioni di variabile reale iden

ticamente nulle per te(-=,0), allora la definizione 5 del capito-

lo 3 viene a coincidere con la definizione 5.2.

Vi) Se F & trasformabile e G & assolutamente trasformabile (o vi
ceversa) allora F+*G & trasformabile e

F*G} = Z£{F}.2L(G}
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Concludiamo elencando alcune regole pratiche di trasformazione.
Sia F trasformabile e f = %¥{F}. Allora eutF(t), H(t-a)F(t-a) e
F(at) sono trasformabili per ogni o complesso e per ogni a reale

positivo. Inoltre:

(5.4) L{e"TF(t)} = £(s-a) aec
(5.5) ZL{H(t-a)F(t-a)} = e *°f(s) aeR,
(5.6) 2 {Fat)} = & £() a€R,
Se inoltre F(g) & trasformabile vale
(5.7) £ | EH) =ff(o)do

s

Inversione della trasformata di Laplace

Si & assegnata una funzione analitica definita in un semipiano
{Re s> A} del piano complesso si pone il problema di stabilire
se si tratta della trasformata di Laplace di una funzione F; e,
in caso affermativo, di determinare F (tale F, se esiste in

L]

log
Le proprieta Il e V sono ovviamente condizioni necessarie affin-

([0,+~)) & unica per 1'iniettivitad della trasformata.

ché f sia una trasformata.
Diamo ora due condizioni sufficienti affinché f sia una trasfor-
mata di Laplace:

C.5.1) Se £ & analitica in Res> » e IM > 0, a > 1 t.c.
A M v
[£(s)] < — s: Re s> A
T+]s]
Allora & f =% {F} con F assolutamente trasformabile e V y
reale con y > A si ha
y+ie
F(t) = ps v.p.f eST£(s)ds
Y-ie
C.5.2) Se f & analitica nel semipiano Re s> XA 2 O e

f(s) = % + g(s)

con ¢ costante e g tale che iM> 0 a>1 t.c.
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fg(s)| <« —M ¥s: Re s > ).
1+]s]®
Allora f =%{F} con F assolutamente trasformabile, e V v
reale con y > A
y+ie
F(t) = 5ir f.p.f eSTf(s)ds.
Y= 1e =
Osserviamo che se f(s) & una funzione razionale di s avente gra-
do del denominatore strettamente maggiore del grado del numerato
re allora f & una trasformata di Laplace, e 1l'inversione pud es-
sere effettuata decomponendo f in una somma di fratti semplici.
Nel caso particolare in cui il denominatore Q(s) della funzione
razionale f = P abbia solo zeri semplici Zy si ha la formula del
lo sviluppo di Heaviside
.?-le(S) . 2: P(Zk) eékt.
) QTsT X Q' Zy




CAPITOLO VI

ESERCIZI SULLA TRASFORMATA DI LAPLACE

NUMERO 58
t -
Calcolare -ﬁ”%eStf _s_1_;_§5 dx
0
SOLUZIONE

E' noto che #{sin t} = —'— tenendo conto di (5.4),(5.6),(5.7) e
s +1
(IV) del capitolo V, abbiamo

L{sin2t} = —~
s"+4
& sinzt = do =} arct c’m-"-arct >
T Z_C" g7 =7 g 7
s g +4 s
51n2x 1 sin2t( _ 1 /(m _ S
f dx -‘s'i’-t f-s(g arCtgi)

&

t
3t sin2 1 -3
e f——g-—}gdx$=-s—_—g(%—arctg52—).
0
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NUMERO 59
_tz
Calcolare £ e .
SOLUZIONE
Sia s reale.
2 0 2 52 2 _(t *5)2 52 l 2
Lle™t i (s) =j.e-5te_t dt=eTfe z dt=e—_4_j-e'T dr =
0 0 ' >
2 2
]
= L/?e-‘!rerfc % .
Supponiamo ora di aver costruito un grolungamento analitico inte
ro Erfc(z) di erf(x). Siccome Zle” (s) esiste per ogn1 s rea-
le essa & una funzione analitica intera. Ma anche 4 e> /4Erfc %

2 :
5 . . . . -t s
¢ una funzione intera e coincide con Zje per s reale.ll prin

cipio del prolungamento analitico assicura allora che

2
5

m o F

-t? (s) = 5 e Erfc(%) VY seC.

ZLie

Costruiamo allara Erfc(z).

X 2
YxeR & erfcx=1-erfx=1 - 7% e-t dt =
v
X 0
2n
2 = (-1t
=1 "Ti/. 2: n! de =
n=0 :
0 X
o, .2 v (-n" 2n
= 1 /ﬁ_g;g n!_{;t dt =
T S L Giad
Nl £=0 n! 2n+1

I passaggi sono giustificati dal fatto che la serie esponenziale
ha raggio di convergenza infinito.
Anche 1'ultima serie ha raggio di convergenza infinito. Segue al

lora
n 22n+1

Z; n! 2n+1 vzeC

Erfciz) =

§.|~
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Si poteva procedere diversamente, ricordando che se f(z) & una
z

funzione intera allora l‘integrale./.h(w)dw esteso ad una qualun

0
que curva congiungente O a z non dipende dalla curva e definisce

una funzione H(z) intera (verificante H'(z) = h(z)).
Considerata allora la funzione
z

: 2
2 ~-W
- e w
17?[ d
0
questa & una funzione intera che per ogni x reale coincide con

erfc(x). Dunque

2 -w2
Erfc(z) =1 - — e dw
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NUMERQO 60
_tz
Calcolare %je sint{ e ZL{erf t}
SOLUZIONE
2 L2 L2 .
Y’e_t sint{ = -zli--?’;e telty - 2—1{-‘?e te 1t§ =

g[e(sli)z/llﬁrfc(i%i—) - e(5+i)2/4Erfc(5+i)]

2
t 5 o
erf t= -2 e’ a erfc t= 1 - =2 eV @&
7 y % 7
0 . (0] '
2 s
_ 21 ’-t 1 ' s
-Plerf t} = ‘f’,;'g-?e :(s) =z e erfc(f) .
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Sia F trasformabile con F(0O) = 1 e F'(0) = O.

t sinf2(t-1)] __
Posto G(t) =f —oy— € F'"(1)d1,
0

calcolare g =%{G} in funzione di f =%{F}.

SOLUZIONE

E' G(t) = 2B2E wre"tpv(g)], Percid

g =& sirtth --i’;e-tF"(t)f
sin2t{ _ 2 _om s
L\ —f:z:—idc—-z--arctgﬂz
s

PIE"} = s%£(s)-SF(0)-F'(0) = s’f-s

£

e'tF”$ = (S+1)2f(s+1)-(5+1)

g(s) = (% - arctg %) (s+1) [(s+1)f(s+1)-1].



114

NUMERO 62
Sia
) 1 Dt <«
F(t) = {2-t 1Tgtgl
) 0 2 <t
) t 0 gt <
G(t) = :2-t 1 &t <2
)t-Z 2 < t
Calcolare #£{F} e £{(G}.
| ‘T
F(t) | G(t)
1 1
t t
1 2 1 2
Fig.22
SOLUZ IONE

In questi casi si utilizza il cosiddetto metodo di addizione gra

fica. ‘Risulta, per t > O:

F(t) = H(t)-H(t-1)+(2-t) [H(t-1)-H(t-2)] =

H{(t)~-(t-1)H(t-1)+(t-2)H(t-2)
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5 1 e~ S e-Zs
HFY =g - =+ =
s s
G(t) = t(H(t)-H(t=1))+(2-t) (H(t=-1)-H(t=-2))+(t=-2)H(t-2) =
= t=-2(t-1)H(t-1)+2(t-2)H(t-2)
-5 -2s
2{G}

€ . €
ST

MNJ_‘
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MUMERO 63
Calcolare
& (1+t4)e-3t+1 cosit
vt
SOLUZ IONE
7 7
F(t) e.e‘3tcoszt(-l+t7 ) e[e(—3+21)t+e(-3-21)t] 1,2
/T z /T
Sia T la funzione di Bulero. Risulta
a, _ I'(a+1) -
g{t } = —Sa+1 Rea > 1
F(%) = v F'(a+1) = al(a)
9 7..7y _ 7 5 5, _ 7 5 3 1 1 105
rs) = TF(I) = 5. F(i) =555 7 ['(5) <z /T
7 1 9
1, 2.2, 19 B T
£ /—T T T e ;972 5 76 :QW
yTe 1 1 105 .2 .2
L {F} = — + + evm | (5+43-21) “+(s+3+21; .
| 'z [Vs+3—2i E+3+zi] 3z [ ]
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NUMERO 64

Risolvere mediante trasformata di Laplace, il problema ai valori

iniziali per l'equazione dei moti armonici (weR, w # 0):

Y"(t)+w2Y(t) = F(t) t >0
Y(0) = A
Y'(0) =B

SOLUZIONE

Posto y =%{Y} abbiamo
(s%+w?)y = LIF}+sA+B i

~ F A+B
yisy = S . 24

s tw S +w

t
./.F(T)sin(t-r)dr+Acos(mt) + g sin(wt).
6]

El=

Y(t) =



NUMERO 65
Posto F(t) = e ' se 1<t<2 e F(t) =0 altrove.
Y'(t)+2Y'(t)+Y(t) = F(t) t >0

Y(0) = Y'(0) =0

SOLUZIONE

Posto y =%1{Y} si ha
(sz+2s+1)y =2{F}

y(s) = Z{F}
(s+1) t
Y = F*y ; i = Fr{e %t} =f F(t) (t-r)e (- Tg.
(5+1) 0
Da cui
Se t < 1 Y(t) = O
t
Se 1 <t <2 Y(t) =./.e_T(t 1)e (t-1) 4,
1
t
2.t
B t -t T
= e (t-1)dTt = e t1 -
I -5
2
Se t > 2 Y(t) = e'tf (t-1)d1 = JZ (2t-3)e”t

=1 e-nZe

Risolvere

Si noti che non & stato necessario calcolare effettivamente la

trasformata di F.

-t
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NUMERO 66
Risolvere il sistema
t
X(t) =1 +./.(Y(t)-X(T))dT
8 b
l t
Y(t) = 2H(t-1) +f (Y(t)-X(t))dr
(€]
SOLUZIONE

Posto x =2%{X}, y =2{Y}, otteniamo

x=%+%(y-x)
-5
y =22 +%(y-x)
= 1.1, 27
= s 2 T T
S S
1 2675 2¢”°
y=-—2-+ ez + 3
S s
1-t
X(t) = 1-t+2(t=-1)H(t-1) =///
\t-1
Y(t) = -t+2(t=-1)H(t-1)+2H(t-1) =

/\

0
0
0 <t <1
1
-t 0 <t <1
t 1 <t
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NUMERO 67

a) Calcolare
P J1(t)
|~
J4 essendo la funzione di Bessel di prima specie, di ordine 1.

b) Trovare le soluzioni#-trasformabili del problema seguente (te
nere conto della parte (a)):
t

ZY”(t)-f% Y(t) =.é‘Y(T)Y"(t-T)dT

Y(0) = 0 Y'(0) = "12
SOLUZIONE
a) E' noto che 5?{J1(t)} =1 - '5
w s“+1]
J (t) ]oo ‘
1 o >
= 1 - do = —l/o +1 =|/5 +1 -5,
t ’[ ( l02+1) [ s
b) Posto y(s) =2{Y}(s)

szyz—ZSzy-1 =0

) szips4+s2 _ srbsz+1
.2 - s
]

y(s) =

Poiché Y deve essere ¥ -trasformabile,y deve essere analitica

ed infinitesima all'infinito. E' percid accettabile solo

s—;52+1

S

i

ﬁ’y(s) =

Tenendo conto del punto (a)

t .
-1)s-Vs? f J, (1)
Y(t) =& 1%§__..2_.:.l‘ = .f __l:(___. dt

0 n
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NUMERO 68
Sapendo che #{1ln t} = ________l“'(1)s-1n 3, calcolare
P lnzs e o 1n(:+§J(
s (s+1) ‘
SOLUZIONE
Poiche #{r' (1} = L | si ha @(r(1-1n ey = 122

t ‘ .
_q[] 1n s =f {(r'(1)-1nt)dt = I'(1)t-(t Int-t) = (1+7'(1))t-t 1Int
S 1%
Per il calcolo di 2—1 In(s+2) ci si riconduce alla prima parte:
(s+1) ’

-1{ 1n(s+2) -1{1n(s+2) s+2 1 1R (5+2) | wop-1] s+2 $ _
& =¥ =¥ = P =
}(s+1) (s+2) (sumy? (s+2) (s+1)°

- - - 1
= le **[r'(1)-1n t]$ [ 511 éﬁf ! -——Zg =
(s+1)
= e-Zt[I"(l)—ln 0 * [e"t(1+0)] =
t
=fe_ZT(T'(1)-1n‘r)e-(t_T)(1+t-1)d1 -
0 t t
= I"(1)e_tf e_T(1+t-T)dT —e-tf e-Tlnjr(1+t-T)d'r =
0
t

= Tr(1)te " -e-tf e "lnt(1+t-1)d1.

0

11 secondo integrale non & esprimibile elementarmente.

S E——
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NUMERO 69

Dimostrare che ciascuna delle seguenti funzioni non & una Z-tra-

sformata:

n

e : e-|Sl ;e :

SOLUZIONE
1

s . <
e~ non & una trasformata perché
1

lim e =1 #0

§++®
in contraddizione con la proprieta V del cap.5.

~-is . . . .
s non & una trasformata perché & una funzione che assume so-.

e
lo valori reali, senza essere costante. Dunque non & analitica
in nessun semipiano, in contraddizione con la proprieta II del

cap.5.

e"> nom & una trasformata perché non & infinitesima al tendere
di |s| all'infinito in opportuni domini angolari: si consideri
ad esempio s = x(1+i), 51 ha

2

'x2(1+1)2l le°2ix I = 1 VXER

le

-5

€ - . . A
sin s ‘on & una trasformata perché per ogni AeR essa ha infini
ti poli reali maggiori di A, quindi non pud essere analitica in

nessun semipiano destro. »
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NUMERO 70

Calcolare la trasformata di Laplace inversa di

2¢ 35ch s

f(s) = —T

S +5

SOLUZIONE

Risulta

f(s) (511 - _;_ + s%) (e‘25+e"45)

L) = e (D heo2)-H(t-2)+ (e~ H(t-2) +e TP H(t=-2) -H(t-4) +

/O O<t<?2
£ (t-2) 3 2 <t < 4
e-t(e2+e4)+2t-8 4 <t

+(t-4)H(t-4) =
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NUMERO 71

| Determinare i valori reali di o per i quali la funzione

F(t) = eOL(tOL+1n )
e ¥~trasformabile.
SOLUZIONE
Risulta
' a
F(t)eQSt - taeat -5t

L'integrale fra O e 1 & convergente se e solo se o > -1. Quello
tra 1 e = converge (per qualche s) se e solo se a g 1.

Gli a cercati sono dati da

-1 < a g 1. [ |
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NUMERD 72

Trovare una soluzione -trasformabile Y di

+

-

)(tY(t))'—t cos t ='[ JOCT)Jo(t-T)dT t.> 4]

|y = o °

Dove Jo indica la funzione di Bessel di prima specie di ordine O.

SOLUZIONE

Posto y =9{Y}, segue

L{(tY) '} =L{Y+t 1 = -‘;y'

Z{t cost} = —a‘—is—

52-1
1
LI *J )} =
o o s2+1
Si ha dunque
2
2s
-sy' = ——— =0
(52+1)

risolvendo nell'incognita y, per s > O, si ottiene

y(s) = 21 + C

s“+1

y deve essere infinitesima all'infinito (condizione necessaria
affinché sia la trasformata di una Y appartenente ad L}oc([0,+w)),
percid C = O e

Y(t) = sin t

Osservazione. La soluzione pili generale nell'ambito della distri
buzione & Y(t) = sin t+C6_ (t) , essendo 6, la distribuzione di
Dirac centrata in zero. | ‘ »
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NUMERO 73

Calcolare mediante la formula di Riemann-Fourier

T'(1)-1Ins

-1
=4 S

dove T & la funzione di Eulero e lns & la determinazione reale

del logaritmo in R™.

SOLUZIONE

Consideriamo il piano complesso tagliato lungo il semiasse dei
reali negativi e la branca
[ =pe:Le », =T <8 <7 , lns= 1np+id

Consideriamo il cammino in figura, in cui il raggio della semi-

C B
D E/T\F
H G\J
A
1 ,

Fig.23
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circonferenza CDHI & R ed € & il raggio di EFG. Indichiamo breve
mente con y la costante di Eulero-Mascheroni T''(1).

Poniamo F =£€-1 I:lg—i Si ottiene, dal teorema di Cauchy,
_ 1 . st y-1n s _ 1 . f st vy-1n s
(1) F(t) = m lliig fe -——-—s——-—— ds = ml]iﬂ e ——s—-———ds
AB e+0 BCDEFGHIA
poiché risulta I:%EJi < C 1%3 applicando il lemma 1 del capi-

tolo I ai cammini BC e IA ed il lemma di Jordan (lemma 3(c) del

cap.I) ai cammini CD e HI, otteniamo

(2) lim f+f eStl-—l—Isl—s—ds=O

R4+

BCD HIA
Lungo DE abbiamo: s = -p, 6 = m, 1ln s= lnp+im, e ds = -dp, dunque
€ .
(3) j.est I:l%ii ds =~[ o~Pt I:l%%:il (-dp)
DE
Lungo GH abbiamo: s = -p, 8 = -1, 1n s= 1lnp-im e ds = -dp, per-
tanto
R
(4) feSt ——————Y-lrsl 2 ds =f e Pt Y————_lr_lg”“(-dp)
GH €
Sommando (3) e (4)
R
-pt
(5) feSt _—_Y‘in 5 ds = Zwif S do -
U £
DEUGH R
= Zni(%_tRlnR-e-telnE+tJ[ e-tplnpdé) =
£

ponendo tp =y e dp = Qg

Rt eR
= 2mi (e'tRlnR-e-telns + f e ’Inydy -1nt f e-ydy)

tt £t

Consideriamo i termini entro parentesi:

(6) e *Rinr + 0 quando R + =
Rt
(7) jg-yln ydy » v quando R + =, € + 0

et
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eR
(8) int e Ydy ~ Int quando R + =

et : c
mentre il termine e_t?lne diverge per ¢ =+ O.
Su EFG si ha: s = ee?®  ds = ieelPds

-7 .
16 . .
(9) f eSt y-1n s ds =f e::T:e x_lniala iEelede -
€e

s
EFG n . )
. etele .
= ;1./. e (y-1ne-ig)ds
cteil T
Poiché e converge ad 1 uniformemente in 6 quando e tende a
zero
U .
i86

(10) -if eft® (y-ig)de —£2% -27iy
) -7

Applicando 1a regola di L'H&6pital, otteniamo
U

i@
. -t
(11) - 1im [me (1f eft® dg-2mie” -F )] = 0
e~+0 7
Tenendo conto 4i (1),(2),(5)-(11) concludiamo

F(t) = 1Int. -
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NUMERO 74

Calcolare, mediante la formula di Riemann-Fourier

g-1;stG)
s sh (1Vs)
dove 0 < x < T,
SOLUZIONE
Nonostante la polidromia di Vs, la funzione £(s) = —52&5151- non
s ‘sh (1Vs)

& polidroma ﬁerché il seno iperbolico & una funzione dispari,dun-
que il valore di f(x) non dipende dalla scelta effettuata per la
determinazione di Vs purché sia la stessa al numeratore e al deno
minatore. :

Dall'identitd sh(iz) = i sinz si ricava

sh(nvs) = 0 &> sin(-imvs) = 0 e== s = —k2 con keZ

Dunque f(s) & una funzione analitica avenie infinite singolarita
isolate: 0,-1,-4,-9, etc. Tali singolarit sono tutte poli sempli
ci.
Res(e®T£(s),0) = 1im § .Ebiﬁigl et - %

s+0 sh(nvs)

st 2
Res(e®“f(s),-k?) = 1im & shOx/S) (svk®) .
ca-k? sh(mvs)
ke k%t
. e sh(ikx) ,. 1 _ e sin(kx) 2ik
7 lim  — = 7 h(ik
“k skl T Ch(1YE) -k mch(akn)
2¥s
2 -kt kK 2 _-k’t_.
* Trcos(KF) e sin{kx) = (-1) k€ sin(kx)

. 2l
+*1 Abbiamo scelto la determinazione b-k“ = ik, perché scomponen
do f(s)§5t.ne1 due fattori abbiamo reintrodotto la polidromia
ed & quindi necessario fissare una determinazione della radi-

ce. Il limite del secondo fattore & calcolato con 1la regola
de 1'HOpital.
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Utilizziamo una variante del lemma di Jordan: consideriamo una
successione di cammini

1.0
Ck = Rk-p(B)-ef , % < 8 g % 7, keN
Se riusciamo a determinare una successione Rk + = e una funzione
reale p(®) verificante le ipotesi del lemma 5(c) del capitolo I,
ciog& tale che

(v 1 1lim sup |[£f(s)] = O
ke seCk
(i1) 0 < py € p(B) < py < += LR FEE.
(1i1)  [p'(®)] ¢ py < *= F<o g3,

allora dal teorema di Cauchy, otteniamo

2

-1{ sh(x¥s) = st 2 X = k 2 _-~k"t .
¥ =22 0 = Res(e” f(s),-k") ==+ -1 e sin k x.
s sh (n/s) %;0 ’ " g;l km
Verifichiamo le ipotesi del lemma di Jordan.
Poniamo Vs = z = £+in, Y&,neR , risulta allora
sh(xv5) |? _ sh%(x€)+sin’(xn)
sh(n/s) Shzz"5)+sinzk“N)
sia n = 25%1 keZ . Si ha, VYEeR
- 2 . 2,2k+1 2 . 2.2k+1
sh(x/3) 2 : sh®(xg)+sin (—TT" x) } Sh”(x£)+sin (——7— x) ‘
sh(T/3) shZ(nE)+sin’ (r 21, sh”(mE)+1
2 .
sh™(x§)+1 5
L =< 1 perché O < x < 7
sh®(wg)+1
dunque si ha
(2) sh(x¥s) 1
s sh (1Ys) s

¥s t.c. ¥s = £ + ngl i con £&eR, kel

Fissiamo la seguente parametrizzazione dei cammini

2 .
2 0 3
( k21) Lrg e’ Fso<zm keN
s1n 2'

Ck =

orientata come risulta dalla figura 24,
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_Qk+1)?.

Fig.24

Posto p(8) = (sin2 %)-1, si ha
1 € p(8) <« 2
[p'(8)]| < 2

NERNE
A
@
~
o~ b
E ]

Quando s percorre Cyo» Y/S percorre il segmento

s - oo BBt g o2
percid dalla (2)
1

su f(s)]| ¢
sp 1H ¢ ey
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se ne deduce che le condizioni (1) sono verificate e dunque il

Lemma di Jordan (5 cap.I) & applicabile per ogni t > 0.
Con ovvie considerazioni si completa il discorso considerando cir

cuiti Ty del tipo in figura 25.

Fig.25.
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NUMERO 75
Calcolare m=zd.ante la formula di Riemann-Fourier
-1/s
-1 le
4 3
SOLUZIONE
Fissato y > 0, &:
- y+ie 21
7 i = o 1 eSt S ds
) Zni s '
Y-ie

La funzione analitica (della variabile complessa s) che compare
nell'integrando ha una singolarita essenziale nell'origine.
1

st -— © n.n _x m ® m_n
1 3 1 2: st z: (-1) z: (-1)"t n-m-1
- e o R— .._‘._. = .._._.Tﬁ._s
s "m0 ™ &0 s™m! n,m=0 nim:

ponendo n = m si ottiene il residuo nell'origine
st - o n_n
1 s - (-t
Res (E e ,o)- Yy =5 v
n=0 (n!)
Posto s = x+iy, ¥s: |s| > 1 si ha
x| < Isl < |s|?

—x+i§

x“+
e y

X

T2
_ 1 . ] Is| e
TsT [sT © < T8

3
Dunque t > O possiamo applicare i Lemmi 1 e 3(c) (Jordan) del

1
1 s
Ee

cap.l al cammino ABCDE:
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i
B A

CE-R b4
[
!
D 1 3

Fig.26
Si ottiene
1 St- %
lim i ds = 0

R+

ABCDE
Grazie al teorema di Cauchy si conclude

-.Jg i (st -% )
€ = . =
5 Res S ,0 Jo(Z/f)

7 -1
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NUMERO 76

Mediante la formula di inversione di Riemann-Fourier calcolare
- -
P 1 ; S . Ys

S +tw

dove a,weR, o« > O e ¥s & la radice aritmetica se s & reale posi-
tivo.

L'antitrasformata si esprime tramite un integrale non calcolabi-
le elementarmente. Verificare che la soluzione a regime ha un com
portamento oscillatorio, dimostrando che tale integrale & infini

tesimo per t tendente all'infinito.

SOLUZIONE

Effettuiamo un taglio lungo il semiasse dei reali negativi e sce

gliamo la determinazione di /s:

. = i=
s =pel® | lal <7, V5 =0te 2
‘ -avs YH1®  st-a/s
5?-1 se o 1 se ds
l 2. 2 271 Z 2
ST+ Y-im S +Ww
seSt_a/;
La funzione ¢(s) = — ¢ analitica nel piano complesso pri-
s +w

vato del semiasse reale negativo e dei due poli semplici fiw.

. Facendo riferimento al circuito C della figura 27,

R,e
se R > 2, Vse BCUIA, si ha
C_ vt

le(s) |« 57

Per il Lemma 1 (cap.1) si conclude

(1) lim ./. ¢(s)ds = 0O
R Bcuia
YseCD si ha 7 <8 < Re/§ > 0, dunque posto
14
S +p

[£(s) | < T%T ¥seCD
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4
Cc
iw
D E/TNE
H a\l/
~iw
!
Fig.27
Analogamengé
" [£(s)]| < 1%]- ¥ seHl
Dal lemma di Jordan segue, per t > O,
(2) linu‘/. $(s)ds = 0O
R+
CDb U HI
Infine
(3 lim ¢(s)ds = O
e+0

EFG




137

-pt-iavp
(4) - f¢(s)ds =f Lg___;_dp
DE
. R e-pt+ia/E
(5) f¢(s)ds =f B dp
GH pruw
£ T
: '3 : B
. lwt-aYwe -afZ + 1(wt—aV—)
. _ iwe _ 1 2 i
(6) Res(¢(s),iw) = =2 — =5e
K % Ve
. =igt-avwe V% -ifwt-aV2
(7) Res(¢(s),-iw) = -0 -le 2 ( ?

Concludendo, da (1)-(7)

lim f¢(s)ds = 2ni[Res(¢, iw)+Res(¢,-iw)] -1lim (fcp(s)ds + f¢(s)ds>=

R 4B R,e \DE GH

-av_ > -pt
=27m e cos(wt aV_) .[ B%——z sin(ayp)dp
o P Tu

-avYs ‘va i -pt
o 1)se - e YCOS(w!t-aV'%') %f BS— sin(a/p)dp
s“+y ’ o P *uw

Studiamo ora il comportamento a regime della soluzione.

-pt =P
(8) 28— sin o/f ¢ 5 el (0,=) vt 3 1
. o Tw ptw
-pt
(9) lim p_t23__7 sinavp = O Yo > O.

t""’-’p+w

Per il teorema della convergenza dominata, da (8) e (9) segue

llm —f R—Z sin(a/p)dp = O

Dunque per t 'grande' il comportamento della soluzione & dato da

)T
e GVZ_ Cos(mt-av%).
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NUMERQ 77

Determinare, mediante & ~trasformata,la soluzione Y = Y(x,t)

oY + oY _ 0 x>0 t >0

3t 39X
Y(x,0) =0 x >0
Y(0,t) = et t >0
SOLUZIONE
Poniamo
T
y(x,s) = lim./.e-StY(x,t)dt = SQ{Y(x,t)}
. T 0
Si ottiene:
5?3%%} = sy-Y(x,0) = sy(x,s)
oY d
&£ 7 = g)xc (X,S)

trasformando 1'equazione e la condizione su Y(O,t)

%SY+YX =0
_ 1
y{0,s) = S+ 1
-5X
_ €
Y(S,X) - 5+1

per x > 0 si tratta di una¥-trasformata (verifica la condizione
sufficiente C.S.1 del cap.V).
Antitrasformando

Y(x,t) = H(t-x)e*™ % . =
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NUMERQ 78

Risolvere, mediante trasformata di Laplace:

2Y |

E%T .%% *ax C 0 . x>0, t>0
: )
Y(x,0) =1 . x >0 4
Y(0,t) =0 t >0
' i
,‘,\‘i
SOLUZIONE
Posto
T
. -st _
y(x,s) = lim ./‘e Y(x,t)dt -.9E{Y},
. T+ao O ~
trasformando 1'equazione, abbiamo
8y _ __Ss . T
X x<1 7 x+1
. x
}’(X,’S) = e‘SlOg(X+1)(C(s) +f y;l_r"l eslog(}’ﬂ)dy) =
0
X
= (x+1)° [c(s) t/‘(y+1)s’1dy - _Eiﬁlg + % - __l___g
trasformando la condizione su Y(0O,t) si ottiene
y(0,s) = O
e dunque cis) = 0
1 1 b1 -sln(x+1)
}’(SJ = -S- . —s =g g e
s(x+1)

-Per x > 0 @& In(x+1)

v

0. Dunque, antitrasformando

Y(x,t) T-Hit-1n(x+1)).
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NUMERO 79

Calcolare, mediante trasformata di Laplace, la soluzione Y =Y(x,t)
del problema
2

3Y _ 3y _ -t _. il
3T ;;7 = 3e sin2x 0 < x < 3 s 0 <t
Y(x,0) = sin2x-sinx 0 < x < %
Y(0,t) =0 t >0
Y(%,t) = -e t t >0
SOLUZIONE
Posto y(x,s) =% {Y(x,t)}
sy(x,s)-yxx(x,s) = é%é%ﬂi +sin2x-sinx 0 < x < %
T 1
y(0,s) =0 y(7:8) = -3

La soluzione dell'equazione omogenea &

y1(x,8) = c;(s)sh(¥/sx)+c,(s)ch(V5x)

-

Un integrale particolare & dato da

sinx | sin2x
s+1 s+1

yj(x,s) =~

o

L'integrale generale
y(x,8) = y,(x,s)+y,(x,s)
Imponende le condizioni in x = 0, x = g, otteniamo

C]=C2=O

quindi
o1 : e
yix,s) = 3T (sin2x-sinx)
Yix,t) = (sin2x-sinx)e C. -



Pag. Riga Errata Corrige
12 3 g {z;} Nz}
18 quartultima (formula incompleta) (aggiungere) = 0O
. dz dz |
23 ultima —m f 24—1
r T
-27 3 R+ ¢ R+ =
1 1
28 5 21 27l
37 18 f £(z)dz f g(z)dz
BCD BCD
41 11 ( exp(ig)+1) (pexp(ib)+1)
denominatore
42 2 e3 (dove compare) v.p. (eliminarlo)
42 5 2 i 2mi
numeratore 8
i3 176 3%
44 12 176 p!/0e
numeratore
48 1 c {-i} c\{-i}
48 2 c {-1} cN\[-1}
)
49 17 se £ L°(R) se £eL2(R)
54 7 exp(-4zz) exp(-azz)
-R2 2,2 2 Rz— 2
55 7 eXp|—>—> (R"=-b") exp|~R '—Z'lf
‘ R™+X% R%+y
56 10 Essendo @' = Essendo (@')”~ =
_14
58 2 £(0) = 0 B(0) = - z33 e
59 10 (z%+2x+2)7] (2%+22+2)7]
59 penultima g(E) g(g)
61 6 (32+2i) 2 (3z-2i)2
64 6 i(---\) 'i(...)
64 13 e ultima + 7i + i
72 5 percid £ percibd £
+@ ]
72 ultima f f

-co
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Pag. Rigsa Errata Corrige
-X -x?
81 ultima e e
84 12 £2-2xE-1 g2 2ag+1
denominatore
84 25 (b) A > 1 (b)Y |A| > 1
84 penultima Ay ‘Ax
91 21 128 HE
93 5 dunque u dunque u
2 2
93 14 A le"87t. 1|2
95 16 la soluzione u la soluzione w
96 9 u(x,t) u(x,y)
96 20 B B(E)
99 quartultima e-itx e 1tz
102 terzultim (2) (1
106 16 eTSEE(t) | L1(0,5w) e STR(t) L1(0,+=)
106 ultima {F*G} ZL{F+G}
107 11 Si g Se &
1 - 1 ®
107 15 Llog(|0,+ )) Lioc([0,+=))
. i ™
109 penultima ¢ Vi
110 8 - erf erfc
117 ultima sin(t-1) sin(w(t-1))
124 8 L'integrale fra O e 1 L'integrale fra O e 1 &
se e solo se a > -1. convergente per ogni a.
124 ultima -1 <a g1 a <1
125 2 - £~
eR Rt
127 quartultima f f
et et
eR Rt
128 1 f f
, et et
142 penultima S;(2) Si(z)
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Sviluppi in serie di Taylor
1 _ oo n
1-2z = = z
oo k
z z
e - z
12;0 k
- 2k +1
. K 2
s1in 2 = (_1)
kgo TZk+1) T
- 2k
k =z
COS Z = (_1)
2;6 (2k) !
2k+1
k z
arctg z = (-1)
k:o 2k+1
arcsin z = = (2k-1)1! ,2k+1
k=0 (Zk) 1! 2k+1
= k
In(1+z) = (_1)k+1 z
K=1
© 2k+1
z
= i Qig T2k 1)1
o0 2k
z
ch z = 2;5 .
© .a
k
(1+2)°% = ( 5
PINEW
dove cﬁ) = (a-1)(a-i%...(a-k+1)
J (z) = i (- (E)ka
" T e KTom) T2
. i, ,
= (=1) 2k+1
k=0
oo k
erf(z) = =

2 (-1) L 2k+1

lz) < 1

z€C

zZeC

z€C

Z€C

zeC

zeC

zeC

zeC

A

1,aeR
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Trasformate di Fourier

+00
£(t) £(x) =f el () dt (*)
1 ne~lxl
1+t2
- 2
+X
p(t) = H(]-tz) Zsinx
= ™D (x)
-t T+ix R
H(t)e —7-
1+x
2
2 - :
, e—at % e 4g aER+
p(t)-1n|t| . -2 51 X
X

(*) L'integrale va inteso nel senso del valor principale se f
appartiene ad LZ(R) ma non ad Ll(R).
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Trasformate di Fourier in &'

<0, v = <U, P> YUe &' ,YYe
U A 0
1 Zﬂé(x)
" 2n(-1)" (M (x)
5(t) 1
(™ (1) (-ix)™
itox
G(t—to) e t,ER
eiwt 278 (x+w) weR
sinwt Ti(8(x~w)-8(x+w)) weR
coswt TS (x-w)+8(x+w)) weR
H(t) me(x) +iv.p. 4
. 1
sign t 2i v.p- ¥
. A
+o +o +ik==t 4+ +®
1 T 27 2m ikTx
5(t-kT) = = e S(x~-k=) = e
k:Z—oo T k;m ](:Z-co T k:Z-on
T reale T » O.




Trasformate di Laplace

1
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F(t) f(s) =%{F} A
1 % 0
eut , OEC E}; Reo
sinwt, weR —79—7 0
: sZay
coswt, weRr —75—7 0
S +w
w
shwt, weR 7 |N|
S ~w
chwt, weR 75—7 fw]
5%-w
I 1
t® , nen o 0
5
o I'(a+1)
t » Rea > -1 sa+1 0
-bs
H(t-b), ber” £ - 0
H(t-1na),a » 1 —1§ 0
sa
S
H(t+ln a),0 < a g 1 = 0
2 s
e-t 4§-e1r erfc % -
2
s _
erf t % e ? erfc % 0
eerE 1 0
s¥Ys+]
-ays
erfc —2- acR £ 0
L2Vt 5
Si t % arc cot s 0
Int I)-ins .
-t
1-
¢ In(1+3) 0
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F(t+T) = F(t) ¥t> O

1 .
FELIOC([_O,M’)) ,T >0

F(t) f(s) =Z{F}
_a?
a e It e-a/s_
ant3 ,
a
g Skl
/Tt Vs
1
J (t)
o
l/sz+1
2 n
( ] +1—s)
J (1)

—1 fe‘StF(t)dt
o






