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CAPITOLO 11

TRASFORMATA DI LAPLACE

11.1. TRASFORMATA DI LAPLACE E SUA INVERSA

Cominciamo con il seguente Lemma:

LEMMA. Sia f:R — C localmente assolutamente sommabile.
Se esiste pg € R tale che lintegrale

/00 e POl f(t)dt
0

sia assolutamente convergente, allora [~ e™P! f(t) dt & assolutamente con-
vergente per ogni p € C, Rep > pg.

Dimostrazione. Per ipotesi, fab |f(¢)] dt & convergente per ogni a,b € R.
Posto Rep = pg + ¢, con ¢ > 0, poniamo T > 0. Si ha

T

T T
[ lerswlan= [ emip@letta= ol +a [ oo a
0 4] 0

dove p(t) = fot e Po%| f(s)| ds. Poiché ¢(0) = 0, abbiamo

T T
/ le PEF(t)|dt = e 9T (1) + q/ e () dt .
0 0
Per ipotesi sappiamo che Tlim p(T) & convergente, dunque
im e T p(T) =0 .
e T
D’altra parte, essendo ¢(t) < K per ¢t > 0,

T T
K K
/ e"Tp(t) dt s/ e KAt < —(1-e ) <—.
0 [4) q q

Cid prova il Lemma.

227



228 TRASFORMATA DI LAPLACE

Il Lemma precedente suggerisce la seguente

DEFINIZIONE. Si chiama ascissa di convergenza (assoluta) della trasfor-
mata di Laplace associata alla funzione localmente assolutamente somma-
bile f la grandezza

oo
a =inf {Rep : / e P f(t)dt ¢ assolutamente convergente } .
0

ESEMPIO: se
If()] < Met (a€R),

allora Vascissa di convergenza assoluta & minore o uguale ad .

Se fooo f(t)e™Pt dt non & assolutamente sommabile per alcun p, allora
diremo che ’ascissa di convergenza & +oo (esempio: f(t) = et?).

Sia ora f localmente sommabile con ascissa di assoluta convergenza
w € R. Dimostriamo che la funzione

F(z) = /Ooo e *Lf(t)dt

& olomorfa in Rez > w.

A tal fine, consideriamo anzitutto

Fa(z):/oae”f(t)dt Rez > w .

Notiamo in primo luogo che F.(z) esiste

Fl(z) = —/0 tf(t)e = de .

In effetti, per 5, h € C con Res > w, e h tali che Re(s + h) > w possiamo

scrivere . ) o N
D(h) def a(s + L}) ~ Fa(s) +/ f(L)Le*“x di =
4 0

/a e st <e—_$ + t) fyde.
0

1 ht h2t?
2
he <§“§+T! )\

22
VIL#WL%WL...) = htZeMt

Ora:

e ht _1
h

e

< |ht?| (1 +



TRASFORMATA DI LAPLACE E SUA INVERSA 229

Per t € [0, a] avremo dunque

e——h.t -1

+t‘ < ha?g\h\a ,

e quindi

ID(h)| < ha?ell / eImeslty p(1)] dt <
0

<h <a‘2€h|aC Re sla /Oa lf(l')‘ dt) .

Pertanto |D(h)| — 0 per h — 0, il che prova che F,(z) & olomorfa in ogni
z € C, con derivata

Fi(z) = —/ ftte = dt .
0
(In modo analogo si prova che Fé")(z) csiste e vale

@ = [ foreta )

Poiché F,(z) — F(z) al tendervi di a all’oo uniformemente per z : Rez >
w1 > w, ricordando il risultato che garantisce I’olomorfia del limite uniforme
di successioni di funzioni olomorfe, possiamo concludere che

(1) F(z) & olomorfa in Rez > wy, w; > w.
(2) Fé")(z) converge uniformemente a F(™ ¢ quindi

oo
FM(z) = (—1)"/ theTt f(1)dt .
0
Chiameremo originale per la trasformazione di Laplace ogni funzione
complessa della variabile reale ¢ se soddisfa

(1) f & localmente sommabile
(2) ft)=0pert <0
(3) esistono costanti M > 0, sp € R tali che

|F(D)] < Me®t, t>0.

EseMPIO:

pert >0

1
H(t) = funzione di Heaviside =
0 pert < 0.
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Notiamo che se ¢(t) soddisfa (1) e (3), allora

f(t) = H(t)p(t)

soddisfa (1), (2), (3). Per questo motivo spesso si dice che una funzione
che soddisfa (1) e (3) & un originale per la trasformazione di Laplace -
sostituendo che P’originale vero e proprio si ottiene per moltiplicazione con
H(¢).

Se f & una funzione che soddisfa (1), (2), (3), la grandezza sy prende
il nome di ascissa di crescenza. L allora evidente per quanto visto sopra
che P’ascissa di convergenza associata € non superiore a sg, e la funzione

F(p) = / ePtf(t) dt = £[f](p)

detta Trasformata di Laplace della [unzione originale f, ¢ olomorfa nel
semipiano Rep > s, per ogni 87 > sg9. [’rocedendo come ncl Lemma
precedente & facile mostrare che per ogni p con Rep > 57 > sg si ha la

stima
‘/ fH)e P adt

il che mosta che

< M/ ~(Rep—so)t gy < "7
Rep — so

Jim F(p) =0
pER

per ogni settore E:{

arg z| < 5 — (5}, 6 > 0, e in particolare,

lim F(p)=0.

Rep—+4o0

Prima di studiare le proprieta della trasformazione di Laplace, esa-
miniamo le prime caratteristiche della trasformazione inversa. Allo scopo,
consideriamo anzitutto la seguente grandezza

1 a-tico ,pt
f(t) =5 vp. / @
a—1i00 P

dove V’integrale si estende alla retta Rep = a > 0 percorso dal basso verso
Ialto.

Osserviamo anzitutto che
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4
L Ja+ib
o
C R
R A
—1a—ib
Figura 11.1.

(1) set>0, f £~ dp — 0 per R — oo, in virty del Lemma di Jordan.
crR P
Per il teorema dei residui, avremo

a+ib ,pt pt pt
[2 [2 . e .
/ —dp +/ — = 2wilRes — =27,
a-ib P cp P p=0

e quindi, passando al limite R — oco:

a+ib ept

. 1
J@t) = lim o— - ‘p—dp—l (t>0)

(2) set < 0, fc, e—:dp — 0 per R — oo (sempre per il lemma di
R
Jordan), e quindi, applicando il I° teorema di Cauchy:

1 a+1ib ept
t) = lim — —dp=0 t<0).
@ =Jim oo [ ap (t <0)

Vediamo cosi che f & uguale alla funzione di Heaviside — con 1’esclusione
del punto in cui tale funzione ¢ discontinua. D’altra parte, 1 ¢ esattamente
la trasformata di Laplace della funzione di Heaviside, cosicché, almeno nel
caso della funzione di Heaviside, abbiamo provato che, se 'originale f(¢)
ha come trasformata di Laplace F(p), allora nei punti di continuita di f(¢),
si ha la formula

at+ico
f@) = L v.p. / F(p)ePtdp .

2mi —ioo

In effetti, possiamo dimostrare il seguente
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TEOREMA DI RAPPRESENTAZIONE DELLA FUNZIONE ORIGINALE. Sia f un
originale, e F(p) la trasformata di Laplace associata. Allora, in ogni punto
di continuita di f(t) si ha

1 at+ico
[O=grve [ rea

271 oo

dove Pintegrale & esteso a qualunque retta Rep = a, con a > sg = “ascissa
di convergenza” (o “coeflicientc di crescenza”) della [unzione originale f.

Dimostrazione. Sia

a+ib a+1ib
w0 =5 [ E@tap= o [Tt ([T e an) a

ib 2% Jaip

dove lintegrale f0°° Sf(m)e™PT d7 converge uniformemente rispetto a p, Rep =
a, possiamo quindi invertire l'ordine di integrazione:

[ee] a+ib
fo6) = 5 / [(r)dr / -7 dp

—1ib

2 / f(T a(t—T) d’T‘/ 1s(t7‘r)ids
g

w(t—T) _ c*ib(tf‘r)

’7’ a(L ‘r) ¢ T
omi / f(r) it —7) d
/ £0r) a(t T)smb(t )d7'=

t—T1

a.t ale+ L) sin bE
=e€ 7T f(f + l’) 5 E )

—t

e, poiché f(£+t) =0 per £+t < 0, otleniamo
fb(t / f t+§) —a(t+5)Sm€b§ d§

sin b€

= le"’t /oo[f(t +E)eva(t+f) + f(t— E)c—a(t~5)] de .
0

Ricordando che f0°° %ﬁ = %, possiamo anche scrivere I'espressione prece-
dente come segue

50 =+ [0 - 10)- 10 - fe-0e ) gL der 10
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Usando la variabile di integrazione y = b€, otteniamo
lim fb(t) = f(t) R
b—ro0

il che prova ’asserto.
In particolare dal Teorema precedente vediamo che

COROLLARIO. La funzione originale f(t) ¢ completamente determinata
dalla sua trasformata di Laplace I'(p) (tranne che nei punti di disconti-
nuita).

Data una funzione della variabile complessa p, I°(p), ¢ importante
sapere quando essa possa, esser pensala come trasformalta di Laplace di un
certo originale. Abbiamo gia visto alcunc condizioni necessarie aflinché cid
avvenga (olomorfia di F(p) in un semipiano Rep > w, ¢ decrescenza a zero
per Rep — +00). Vediamo ora una condizione sulliciente.

TEOREMA. Sia F(p) olomorfa in un semipiano Rep > sg, ¢ sialim I'(p) =
0 per Rep — oo in ogni secmipiano Rep > a > sy, uniformemente rispetto
ad arg p.
Se I'integrale .
a+100
v.p. / ' F(p)dp
a—100

converge assolutamente, allora F'(p) & 'immagine, mediante la trasformata
di Laplace, della funzione originale

1 a+-100
(11.1) ) = — vp. / P F(p) dp .
2mi a—100

Dimostrazione. Sia pg fissato con Repg > a. Allora, se f(t) & definito dalla
formula (11.1), si ha

. 1 o0 ati100
/ e Pl f(1)dL = — e Pot {V.p. / e’ 1'(p) dp} de .
0 27t Jo a—ioo

s a+1i00 . N .
Lintegrale v.p. [, '™ eP* I'(p) dp si puo scrivere, con

(11.2) p=a+ioc, dp=1ido

come e® v.p. [ e'F(a+ io)do. Per lipotesi di convergenza assoluta
di f::r::: F(p) dp, quest’ultimo integrale converge unilormemente rispetto
a [; possiamo invertire allora 'ordine di integrazione, ottenendo

oo 1 a+tioo oo
/ e Ptf(t)ydt = — v.p. / F(p)dp / elPPot qp —
0 271 a JO

—1i00

1 a-+100 B dp
=5 V.p. / F(p) :
T Ja—io0 P —DPo
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D’altra parte, per le ipotesi fatte su F, su ogni arco di circonferenza gia-
cente nel semipiano Rep > a, sappiamo che

max{|F(p)|, |pl = B, Rep > a} = ap

con
lim aR = g.
R—00

a+1ib

Figura 11.2.
Dunque

f F(p) dp} < armlt — O per R — o
lp|=R, Rep>a P — PO R — |po|

e di conseguenza

atioo d 1 1
P - ap
o v [ P <o [ ) con > ol
a—ico p—po 27 Jp, P —Po
dove I'p ¢ il contorno chiuso orientato positivamente formato dal segmento
a+1ib — a—~1bedall’arco |p| = R, Rep > a. 1l teorema dei residui fornisce
perd subito
1 dp
5= | F)
27t Jrg, P — Po
Abbiamo cosl mostrato che L{f](po) = F(po) e quindi che f & 'originale
di cui F ¢& la trasformata di Laplace.
Notiamo che f & effettivamente un originale nel senso che gode delle
proprieté prescritte. Infatti, per ¢ < 0, il Lemma di Jordan garantisce che

= F(po) -

lim F(p)ePtdp =0
R0 J|p|=R, Rep>a
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e dunque
L v.p e F(p)ePt dp = —1—/ F(p)e’*dpVp > Rep > a
2w ’ a—ico 2w Tr ’

dove I'p & come sopra.
Ma F(p)ePt & olomorfa in Rep > a, dunque

/ F(p)eP!dp=0.
Tr
Dunque f =0 per ¢t < 0.

Proviamo ancora che vale la maggiorazione “esponenziale” per f(t).
Infatti

1
100 < |57

oo .
e v.p. / |F(a+ic)|do = Me*  (cl. (11.2)).

— 00

11.2. PROPRIETA DELLA TRASFORMATA DI LAPLACE

Nelle formule che seguono sottointenderemo sempre la funzione di
Heaviside come fattore degli originali, e useremo la notazione

f(t) o—e F(p)

originale trasformata di Laplace.
Abbiamo gia notato la formula
1

lo—e -
p

3

essa si estende facilmente alla seguente:

ePlo——e

pP-po
Consideriamo proprietd della trasformata di Laplace rispetto a operazioni
algebriche e differenziali.

Linearita.

Sia f originale con ascissa di convergenza ay. Sia g originale con
ascissa di convergenza a,. Allora, per ogni , 8 € C, af+4fg & un originale
con ascisse di convergenza max{ays,az} e, se fo—e F, go—e (G,

af + fgo—eal + 3G .
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Omotelia.

Sia f(t) originale con ascisse di convergenza a e a > 0. Allora f(at)
¢ un originale con ascisse di convergenza aa, ¢, se f(t) o——e F(p), allora

flat) o——e —éF (g) .

In effetti,

o0 1 0 —pr 1
Slat) o~—o/ f(at)e“”‘ dt = _/ f(NYe ™ dr=2F (2) .
0 a Jo [0 &
Derivazione dell’originale.
Siano f, f’ originali, e f(l) o——e ['(p). Allora
J'(t) o——epl’(p) — £(0) .
Piu in generale, f, /... f(™ sono originali, allora
FO 8y o—e p" I(p) = p" 1 (0) = p* 2 f(0) - — fD(0)

dove f(0), f)(0) designano la derivata destra, rispettivamente la derivata
di k-esimo ordine destra in t = 0.

Dimostrazione. Abbilamo
Se—s [ roerta=ywe R ap [ fe
0 0

dove, per le ipotesi fatte su f, L]iin f(t)e Pt =0 ¢ quindi
— 400

.H0v~-~ﬂm+pﬂmﬂﬂf”d=pﬂm-f®%

La dimostrazione per le derivate d’ordine superiore ¢ la stessa.

Derivazione dell’immagine.

Sia f un originale con ascissa di convergenza og. Allora, per ogni n
intero positivo, t™ f(¢t) & un originale con la stessa ascissa di convergenza,
e, se

f(t) o—e F(p),
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si ha

F@ - (=)™ o0 P (p) .
Dimostrazione. Poiché F(p) & olomorfa per Rep > gy, possiamo conside-
rare F'(p), F"(p)... F(™(p),..., funzioni olomorfe nello stesso sermipiano.

Poiché I'integrale converge uniformemente, possiamo derivare sotto segno
d’integrale:

Fo) == [ e,
a4 — = 2 efptd ,
F(p) / 2f(t)e P dt

e il risultato segue dal principio di induzione.

Integrazione dell’originale.

Sia f un originale con coefficiente di crescenza (ascissa di convergenza)

¢ ) . . .
oo. Allora fo f(s)ds & anch’esso originale con la stessa ascissa di conver-
genza, e, se

f(t)o——e I(p),

/f(s)dso —e I?‘(p)‘
0 p

Dimostrazione. IS immediato che, se f & un originale, allora g(t) =f0£ f(s)ds
& anch’esso un originale. Poiché ¢'(t) = f(t) e g(0) = 0, detta G la trasfor-
mata di Laplace di g(¢), avremo, per il teorema di derivazione dell’originale
9(t) o——o G(p),

si ha

g'(t) oo pG(p) — g(0) = pG(p) .
Ma f(t) = g'(t), e poiché f(¢) o——e F(p), si ha F(p) = p G(p), ossia

Gp) = ’ff’ ,

come si voleva.

Integrazione dell’immagine (divisione per Uoriginale).

Sia f(t) un originale, ¢ supponiamo che L) sia anch’essa un originale.

Allora, se f(t) o——e I’(p), si ha t

J(t) -

S~ o——e (u)du .
/p we

¢
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Dimostrazione. Sia g(t) := f—(ttz o——e G(p). Per il risultato di derivazione
dell’immagine, abbiamo

—f(t) = —tg(t) o—0 G'(p) .

Dunque, poiché f(t) o—e F(p), abbiamo F(p) = —G’(p), e quindji, se pg
& un numero complesso fissato con Repy > o9 = ascissa di convergenza di
f, abbiamo

G(p):—/pF(u)du-{-C,
P

0

con C costante. Possiamo determinare il valore della costante ricordando
che deve valere  lim  G(p) = 0: cosi C = [ F(u)du ¢ dunque G(p) =
Rep-—++oo Po

f:° F(u) du, come volevasi.

Traslazione dell’originale.

Sia f un originale, con f(t) o——e F(p), per ogni 7 > 0 si ha

flt=T)o—ee " F(p) .

Dimostrazione.

fe=m H/ow fe-me = | T f - et

_ / 7 H(s)e P ds = e PTR(p)
0

Traslazione delltmmagine.

Sia f originale, con ascisse di convergenza og, [ o——e [7. Allora per
ogni pg € C : eP! f(t) & un originale con ascisse di convergenza oo + Re py,
e

ePol f(t)o——e F(p — pg) -

La dimostrazione & ovvia e segue immediatamente dalla definizione.
Usiamo i risultati visti sopra per calcolare la trasformata di Laplace
di alcune funzioni:
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(1) Dalla linearita segue

. eiwt_e—iwt 1 1 1 w
sinwt= ———— 0——0 — — — . = 5
2i 2t\p—iw p+iw P+ w
eiwt+e—iwt 1 1 1 p
coswt = ——o—e — — 4 - =— 3 -
2 2\p—iw pYiw %+ w

Analogamente si ottiene:

w
T
p
—w?

sinhwt o——e

coshwt o——e

p'2

(2) Dal teorema di derivazione dell’immagine si vede immediatamente
che

n! n!
t"o—e —— |, t"ePlo 0 —— "
pn+1 (p _ po)n+l
Qv 2 _ .2
tsinwt o——e —Pg ; tcoswto—-—e —E————Lf}——— .
(p? 4 w?)? (p? +w?)?

(3) Mediante la proprieta di integrazione dell’originale possiamo otte-
nere le formule per le trasformate di coswt partendo da quella di
sin wt:

w

sinwt o—e ——— ;
p°tw

t
—coswt + 1 =w/ sinwtdr
0

. . , t . - -
e quindi, perché w fo sinwr dTro—e %5,%,, impariamo che

w?

1l —coswto—0 ———
p(p? + w?)
ossia

1 2 2 2 2
coswt = — d _ptw d p

p p2+uw?)  p2+w?) pPtw?’

(4) Dal termine di divisione dell’originale vediamo che, perché

1

sint%ﬂ2—
pc+1

sint /°° 1 4 T ) .
o ——e ——du = — — arctg p = arcctg
L w1 2 &7 &P



240 TRASFORMATA DI LAPLACE

ossia

> sint < 1
A 6_pt‘l—t‘—dt=/ m—l—duz—g—arctgp
P

in particolare, per p = 0, otteniamo 'integrale Euleriano
sint “° sint T
|3t (p=0)=/ g =T
t 0 L 2

(5) Dalla proprietd di integrazione dell’originale ¢ dall’esempio prece-
dente abbiamo

FA .
SIn T arcctg
f dro—e arectg p
o 7T p

(la funzione a membro sinistro si chiama Seno Integrale

i .-
sin 7
sit ::/ dr) .
0 T

(6) Come applicazione del teorema di traslazionc del)immagine otte-
niamo immediatamente le forrnule

S Y w AL p+ A
e Msinwto—e ——— ;¢ Meoswlo 0 T
(p+ A)? + w? (p+ A\)? + w?
!
—Atun TL!
¢ o e ey

(7) Dal teorema di traslazione otteniamo la scguente rappresentazione
della Trasformata di Laplace di Funzioni Periodiche: sia f(¢)
periodica di periodo T > 0: f(t+ T) = f(t) per t > 0, allora vale

la formula "
Jo ePtf(tde
. — —

1= C*PT

f(&) o=

Dimostrazione. Introduciamo la funzione
S 0<t<T
Jo(t) =
0 t>T,t<0

e poniamo fo(t) o——e Fy(p). Possiamo scrivere f(t) = fo(t) + fo(t —T) +
Jo(t =2T) + ... e, per il teorema di traslazione:

- - Io(p)
— pT 2pT ; —
Flp)=(1+e P +e +...)F0(p)_1_67p,1,

se Rep>0.
Ma
oo T
%@=/cw%w&:/c“NML
0 Ja

Cid prova 1’asserto.
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11.3. TEOREMI DI CONVOLUZIONE

TEOREMA 1. Siano f(t), g(t) originali, con f(t)o—e F(p), g(t)o—eG(p).
Allora la funzione

/ [(Pg(t — 7)dr
0

¢ anch’essa un originale, ed é
t
| 1t = rydr o PG
0

Osservazione: la funzione t — fOL J(T)g(t — 7)d7 si chiama convoluzione
(o prodotto di convoluzione) delle funzioni f ¢ g; ¢ si indica con f*g =
(f *¢)(t). In base al risultato del teorema, si ha [ *g =g = f. 1l tcorema
precedente si esprime anche

[xgo——e F(p)G(p) .

Dimostrazione dell teorema. Si verifica facilinente che [ x g & eflettiva-
mente un originale (le prime due proprietd sono immediate; quanto alla
maggiorazione, osserviamo che

¢ ¢
/ S()g(t —r)dr| < MQ/ 50T et qr =
0 0

2
— M2t650L < %e(sofke)t
€

dove £ > 0 puo esscr scelto arbitrariamente piceolo.
Calcoliamo ora I'immagine di [ * g:

/Ow ( /0 et —1) dT) a

Questo & un integrale doppio esleso alla origine del piano (4, 7) 1 7 < ¢
calcolato mediante formula di riduzione

Figura 11.3.
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(st integra prima per ¢ fissato, per 7 che varia da 0 e 7 = ¢, poi si integra su
t da 0 a o0). Poiché tale integrale converge assolutamente per Rep > o,
si pud invertire l’ordine di integrazione:

/Ooo f(T)dT/Too e_ptg(t—T)dt:/(;oo f(r)eP" dT/O“’g(s)c_,,s ds
= F(p)G(p) -

Il teorema precedente ha un analogo nel caso del prodotto degli originali.

TEOREMA 2. Siano f(t), g(t) originali con ascisse di convergenza sy, ss.
Allora il loro prodotto é ancora un originale, e

a+ioco
f(t)g(t)of—oﬁ V.p. /_‘ F(q)G(p—q)dg

dovea > sy e Rep > s9 +a.

Dimostrazione. E immediato verificare che f(t)g(t) & un originale. Calco-
liamone 'immagine

/°° e P f(t)g(t)dt .
0

Se a > 51, otteniamo, in base alla formula di inversione:

oo a+ioco
L e Pt [ v.p. / F(q)e® dq} g(t)dt

2mi Jo —ico

a+100 o]
= QL v.p. / {[’(q)/ g(t)e“(p"’)‘dt} dg
T a 0

—100

dove l'inversione dell’ordine di integrazione & lecita data la convergenza
assoluta dell’integrale.

Se, inoltre, supponiamo Rep > s9 + a, e cosi Re(p — ¢) > so (infatti,
Req = a), allora f0°° g(t)e~P=Dtdt = G(p — q). Cid prova il tecorema.

11.4. TEOREMI DI SVILUPPO
Nella pratica, sono di grande importanza i teoremi che permettono di

calcolare la funzione originale con sviluppo in scrie a partire da sviluppi in
serie per la funzione immagine (trasformata).
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Per il Lemma di Jordan, [, e?*F(p)dp — 0 per n — oo.

n

D’altra parte, per il Teorema dei residui, detti a & ¢b, i punti di
intersezione di {|z| = R,} con la retta Re 2 = a, abbiamo

a+ib,
/ eP'F(p)dp + / e’ I'(p)dp = 2mi Z Res {F(p)ePt}
a ch

—ibn
dove “>" si estende ai residui della funzione nei poli contenuti all’interno
del segmento circolare delimitato da ¢}, e dalla retta Re 2z = a. Poiché
1 a+ibs
ft) = 5= lim e” Fp)dp ,

D1 nvo Jo s,

otteniamo subito il risultato voluto.

11.5. LA TRASFORMATA DI LAPLACE DI POTENZE GENERALIZZATE
Ricordiamo anzitutto la caratterizzazione della funzione gamma di
Eulero:
o0
Ia+1) =/ 1% tdt (per Rea > —1).
0

Sia p € R e p > 0. Effettuando il cambiamento di variabili s = {/p, si
scrive

M(a+1)=p**! / s%e *Pds .
0

Otteniamo allora r( 1
a+
L = —
per p reale e positivo, e quindi, per prolungamento analitico,

MNa+1)

poﬂ—l

L[t =
per ogni p con Rep > 0 dove p™*! & il ramo olomorfo determinato dalla
scelta |arg p| < w/2:

atl _ (at1)(logip|+i arg p)
)

p arg p .
& 2

11.6. APPLICAZIONI DEL TEOREMA DI CONVOLUZIONE

Cominciamo con il calcolo di alcuni integrali:

1)

5
1
/ e
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Possiamo considerare l'integrale proposto come il valore in 5 della convo-

luzione % * 712 Per il teorema di convoluzionc, 712 * 712 o——e YT . YT

VB VP

1 5 1 ﬁ s 1 1 o X o
poiché = o——e L dove |arg \/p| < %. Dunque, R*x o e

quindi ﬁ * ﬁ = wH(t) (funzione di Heaviside).
L’integrale in questione vale dunque 7//(5) = =.

1 —
2) / \/1 L dz .
] 1+I

Posto 1 + z = 7, ’integrale diventa

[

Ora, v/7o—eT (§)p%/% gz oo (§) p~/%, dunquc

VT

1=2

1 3 1 - 1 P T
A WO e

Dunque (\/? * %) (t) = 3t, e l'integrale cercato vale 7.
Consideriamo un’altra applicazione del tcorema di convoluzione. Sia

1
B(P,q)=/ 1 -z)9 " dz,
0

la funzione B di Eulero, che € definita per ogni p, g reali ¢ positivi. Posto
Fpqt) = fOL P~ Yt — z)9 1 da, si ha £}, 4(1) = B(p, q); d’altra parte:

Fpq(t) = [z 1+ 2® 1(1) .
Quindi
F'(p) Mg _ I(pIT(e)

zP 29 2Pt+q

LIF, [(2) =
Ma Z,,%q ¢ la trasformata di Laplace di

1

pra—1
T{p +q)

Di conseguenza: Fp,(t) = %t”*q’l, per cui ritroviamo, ponendo
t =1, la formula
_ I'(mr{q)

P = g





