Compito A

Prova intermedia di Analisi Matematica II1

L’Aquila, 5 novembre 2005 — Docente: B. Rubino

Cognome e nome:

Matricola:

Esercizio 1

Sia dato il campo vettoriale

x r—1 Y Y
4y’ (-1 +y? 7 2+ (- 1)+

F(x,y)z(

e Determinare il dominio di R? in cui F ¢ definito e di classe C.
e Verificare se F' & irrotazionale.

e Stabilire a priori se F' & conservativo e, in caso affermativo, determinare il suo
potenziale P tale che P(2,0) = 0.

Esercizio 2
Verificare il teorema di Gauss in R? per il campo vettoriale
F(z,y,2) = 3z, -y, 2)
e il dominio
S={(z,y,2) eR’: 2* +y* +2* <81}.
Esercizio 3
Sia data la funzione di variabile complessa
f(2) = (z+ 1)

Scrivere tutti i possibili sviluppi di Laurent di f centrati in zg = 2.
(Classificare il punto zg e determinare il residuo della f in quel punto.



L’Aquila, 2 dicembre 2005

Prova scritta di Analisi Matematica III (6 CFU)

Corso di Laurea

Cognome e nome:

Matricola:

Prova orale il:

Esercizio 1
Sia data la funzione

sin?(2)

f(Z)Zm

Studiarne i punti singolari isolati, classificarli e calcolarne i residui.

Esercizio 2
Verificare il teorema di Stokes per il campo vettoriale
F(z,y,z) = (yz, xz, TY + 22)

e la superficie
Sz{(m,y,z) eR?: 2z =22+ 1§z§4}

orientata in modo tale che la terza componente del versore normale sia negativa.

Esercizio 3
Facendo uso della formula dell’area, calcolare 'area della superficie piana

S={(x,y) eR*: y>2a* 2>+y><2}.

Esercizio 4

Calcolare
—+o00

/ x?cosx p
x
(2 4+ 1)(22 4 2z + 2)

—0o0




Esercizio 5
Facendo uso della trasformata di Laplace, risolvere il seguente problema di Cauchy

y" —3y" + 3y —y =sint
y(0) =y'(0) =y"(0) =

al variare del parametro reale «.

Esercizio 6

Mediante I'uso della separazione delle variabili, risolvere il seguente problema:

Uy — 16Uz, = 0 O<z<mt>0
u(z,0) =3+bcos(bz) O<z<m
u(z,0) =1+8cos(3z) O0<z<m

Uy (0,1) = uy (m,t) =0 ¢t > 0.



L’Aquila, 16 dicembre 2005

Prova scritta di Analisi Matematica III (6 CFU)

Corso di Laurea

Cognome e nome:

Matricola:

Prova orale il:

Esercizio 1

Verificare il teorema di Gauss per il campo vettoriale
F(z,y,2) = ((x —1)% —2xy, 2z)

e l'insieme

Q:{(x,y,z)€R3:y2+22§x2, nggl}.

Esercizio 2

Sia data la funzione u : R? — R definita da:

1 1
u(w,y) = 5 cos(x) (e¥ +e) + Sysin(x) (¥ — ™) £ 2% — 42,

e Verificare che u & armonica su R2.
e Determinare la famiglia delle armoniche coniugate di u.

e Determinare la famiglia di funzioni olomorfe di cui u ¢ la parte reale.

Esercizio 3

Data la funzione
2244z —4

Z) =
determinarne i punti singolari isolati, classificarli e calcolare i residui in tali punti.
Sviluppare quindi f(z) in serie di Laurent centrata in zp = 1 e convergente in 1.




Esercizio 4

Facendo uso della trasformata di Laplace, risolvere il seguente problema di Cauchy:

y// . 3y/ + 2y — et
y(0) =1
y'(0) = 8.

Esercizio 5

Facendo uso del metodo delle caratteristiche, risolvere il seguente problema di Cau-
chy:

uy + x cos(t)u, = x cos(t)

u(z,0) =2z — 3.

Esercizio 6

Sia f(z) la funzione definita da:

o) = {ff .t

2
estesa dispari nell’intervallo [—, 0] e periodica di periodo 27.

e Disegnare il grafico di f(z).

IA A
= l\jl:!

e Determinare la serie di Fourier associata ad f(x).

e Studiare la convergenza puntuale e uniforme di tale serie, giustificando oppor-
tunamente le affermazioni.



Analisi Matematica III (6 CFU)
Prova scritta: 9 gennaio 2006
Corso di studi:
Cognome e nome:
Matricola:
Prova orale: 13 gennaio 2006 ore 9:30

Esercizio 1

nell’insieme

Determinare lo sviluppo in serie di Laurent della funzione f(z) =
D={zeC: |z—i| <2}

2241

Esercizio 2

Sia dato il campo vettoriale

4 e
F(I>y72): ( = e ) 4l’2+y2—1>.

VA2 42 -1 A 2 -1

e Determinare il dominio di R? in cui F' ¢ definito e C.
e Verificare che F' ¢ irrotazionale.

e Stabilire a priori se I’ € conservativo e, in caso affermativo, determinare un suo
potenziale.
Esercizio 3
Verificare il teorema di Gauss per il campo vettoriale
F(z,y,2) = (z,y,2)
e il dominio

D={(z,y,2) ER®: z>a+1y* -1, 2 < —2® —y* +1}.



Esercizio 4

Utilizzando il teorema dei residui, calcolare il seguente integrale:

2w

/ 2cosx — 3
— dz.
4sin” x + cos? x

0

Esercizio 5

Facendo uso della trasformata di Laplace, risolvere il seguente problema di Cauchy

r=y—1
y=2r+y
z(0)=3, y(0)=5

Esercizio 6

Mediante I'uso della separazione delle variabili, risolvere il seguente problema:

Up — 2Upy = 0 O<z<3,t>0

u(z,0) =Tcos (¥x) —5cos (Fr) 0<z<3

3
uz (0,t) = u, (3,¢) =0 t>0.



Analisi Matematica III (6 CFU)
Prova scritta: 24 marzo 2006
Corso di studi:
Cognome e nome:
Matricola:
Prova orale:

Esercizio 1

Determinare lo sviluppo in serie di Laurent centrato in zg = —5 per la funzione
(2 +3)3
flz) = 3
(z+5)

Classificare poi zy e determinare il residuo di f in tale punto.

Esercizio 2

Sia dato il campo vettoriale

Flo.y) = < T—y :c+y)

1’2 + yQ’ CC'Q + y2
e Determinare il dominio di R? in cui F ¢ definito e C.
e Verificare che F' ¢ irrotazionale.

e Stabilire a priori se I’ € conservativo e, in caso affermativo, determinare un suo
potenziale.

Esercizio 3

Verificare il teorema di Gauss—Green per il campo vettoriale F(x,y) = (2 — 4y?, 2 + 4y?)

e la regione
D={(z,y) eR*: 1 <a?+y* <4}.



Esercizio 4

Sia
1
22 4+4x+5

dove x indica la convoluzione. Calcolare la trasformata di Fourier di w.

u(z) = « (e VH(x —1)), zeR,

Esercizio 5

Facendo uso della trasformata di Laplace, risolvere il seguente problema di Cauchy

y"(t) +y(t) = (H(t —7) — H(t)) cost

dove H & la funzione di Heaviside.

Esercizio 6

Mediante I'uso della separazione delle variabili, risolvere il seguente problema:

4

Utt—Quwx:O 0<$<6,
u(z,0) = f(x) 0<z<6
u(z,0) =0 0<z<6
u(0,t) =u(6,t) =0 teR,

dove
se 0 <z <3,

2—2r sed<x<6.

=

~—

I
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Analisi Matematica III (6 CFU)
Prova scritta: 7 aprile 2006
Corso di studi:
Cognome e nome:
Matricola:
Prova orale:

Esercizio 1

Mediante il metodo dei residui calcolare l'integrale

2

/ dd
25 — 24 cos ¥V

0

Esercizio 2

Facendo uso del teorema di Stokes calcolare la circuitazione del campo vettoriale
F(z,y,2) = (cos(my), sin(mx),0) attorno al rettangolo di vertici A = (0,1,0), B =
(0,0,1), C = (1,0,1), D = (1,1,0) percorso in senso antiorario per una persona in
piedi che guarda dall’orgine.

Esercizio 3

Calcolare la lunghezza della curva «y : [—1,1] — R definita da () = (¢, 3t2, 6t).



Esercizio 4

Dopo averla disegnata, sviluppare in serie di Fourier la funzione f : [0,27] — R
definita da f(x) = max{m — x,0}, dove con max{a, b} si indica il massimo tra a e b.

Esercizio 5

Facendo uso della trasformata di Laplace, risolvere il seguente problema di Cauchy

u =

v = —hu — v

u(0) =0, v(0)=1.

Esercizio 6

Data la funzione u(z,y) = e sin(3y),
a) verificare che u ¢ una funzione armonica;

b) trovare tutte le funzioni olomorfe f di cui u & parte reale.



Analisi Matematica III (6 CFU)
Prova scritta: 4 luglio 2006
Corso di studi:
Cognome e nome:
Matricola:
Prova orale:

Esercizio 1

Facendo uso della formula dell’area, calcolare I'area dell’insieme T la cui frontiera e
sostegno della curva parametrizzata da

x =2(1+ cost)cost
O —m<t<m
y = 2(1 4 cost) sint.
Esercizio 2
Sia dato il campo vettoriale
F(z,y) = (1 +ye™, xe™ + cosy).

Dire se F' e conservativo e, in caso affermativo, calcolarne un potenziale.

Esercizio 3

Mediante I'uso della separazione delle variabili, risolvere il seguente problema

Uy + Uyy = 0 O<z<m O<y<m,
u(z,0) =0 O<z<m,
u(z, ) = sin(5x) 0<z<m,

u(0,y) =u(my)=0 0<y<m.



Esercizio 4

Si calcoli I'integrale improprio
+oo

/ dx
1+ ab

Esercizio 5

Applicando la trasformata di Fourier (rispetto ad z), esprimere come prodotto di convo-
luzione la soluzione del seguente problema di Cauchy:

ou  0%u ou

gh_gu %y t) € R?
ot 912 or per (1)
u(z,0) = eI per x € R.

Esercizio 6

Mediante la trasformata di Laplace, risolvere il seguente problema di Cauchy:

y'(t) + 2y (t) + 2y(t) = H(t — )

dove H(7) indica la funzione di Heaviside.



Analisi Matematica I1I (6 CFU)
Prova scritta: 24 luglio 2006
Corso di studi:
Cognome e nome:
Matricola:
Prova orale:

Esercizio 1
Verificare il teorema di Gauss per il campo vettoriale F(x,y,2) = (v +y + z,9%, 2%) e il
dominio

D:{(aj,y,z) eER*: >0, y>0, 2>0, x2+y2—|—z2§1}
Esercizio 2
Calcolare I'area della I' della superficie sferica di centro origine e raggio v/5 staccata dal
cono di equazione x = 24/y? + 22.
Esercizio 3

Mediante I'uso della separazione delle variabili, risolvere il seguente problema

Ugy + 4ty =0 O<zx<m O<y<m,
u(z,0) = —sinx 0<z<m,
u(z, ) = sin(3x) 0<z<m,

w(0,y) =u(m,y) =0 0<y<m.



Esercizio 4

Facendo uso dei metodi di analisi complessa, si calcoli il seguente integrale
+o00o

x€2zm
dx
/ (1+2%) (4 + 2?)

—0o0

Esercizio 5

2

Dopo aver verificato che la funzione u(x,y) = x* —y? & armonica nel piano (z, y), scrivere

le armoniche coniugate.

Esercizio 6
Mediante la trasformata di Laplace, risolvere il seguente problema di Cauchy:

y'(t) = 3y'(t) = 4e""H(t)

dove H(7) indica la funzione di Heaviside.



Analisi Matematica I1I (6 CFU)
Prova scritta: 5 settembre 2006
Corso di studi:
Cognome e nome:
Matricola:
Prova orale:

Esercizio 1

Si calcoli la trasformata di Fourier di

f(1) = 3¢

Esercizio 2

Mediante la trasformata di Laplace, risolvere la seguente equazione:

t

y(t) —2 / [(t = 7) —sin(t — 7)|y(r)dr = V2 tH(t),

0

dove H(7) indica la funzione di Heaviside.

Esercizio 3

Facendo uso dei metodi di analisi complessa, si calcoli il seguente integrale di variabile

reale
oo

/ sin x dr
z(1 + 2?)

0



Esercizio 4

Mediante I'uso della separazione delle variabili, risolvere il seguente problema

Up — 2Upy = 0 O<z<l, t>0,
u(z,0) = 3cos(mx) — Hcos(2mx) +2 0<z <1,
uz(0,t) = u,(1,£) =0 t>0.

Esercizio 5
Si consideri il parallelepipedo
D={(z,y,2) eR’: 0<2<3,0<y<2 0<z<1}.

Verificare il teorema di Gauss per il dominio D e il campo vettoriale F'(x,y, z) = (0,0, zyz).

Esercizio 6

xyz) attra-

Si calcoli (a meno del segno) il flusso del campo vettoriale F'(z,y,2) = (0,0, zyz
= (3,2,1).

verso il rettangolo di vertici A = (0,0,0), B = (3,0,0), C = (0,2,1), D



Analisi Matematica I1I (6 CFU)
Prova scritta: 20 settembre 2006

Corso di studi:
Cognome e nome:

Matricola:
Prova orale: 22 settembre 2006 alle ore 9.30

Esercizio 1

Risolvere il seguente problema mediante 1'uso della Trasformata di Laplace

v' =2 +y=H(t)e

y(0) =1
y'(0)=0
yl/([)) — 17

dove H(t) e la funzione di Heaviside.

Esercizio 2

Data la funzione di variabile complessa

1

R E)

(a) Determinare e classificare i punti di singolarita di f,

(b) Scrivere lo sviluppo di Laurent di f centrato in z = 0 e convergente in 2i.

Esercizio 3

Facendo uso dei metodi di analisi complessa, si calcoli la trasformata di Fourier della

funzione )

fo) = a0 is



Esercizio 4

Mediante I'uso della separazione delle variabili, risolvere il seguente problema

utt—4um:0 0<.T<7T,t>0,
u(z,0) = 5sin 2z O<z<m,
uy(x,0) = —sin 4z,

u(0,t) =u(m,t)=0 t>0.

Esercizio 5

Dato il campo vettoriale su R?

Flo,y) = 8r — 8 2y
Y= Az =124y 4 —1)2+9y2)

(a) Determinare il dominio di F,
(b) Stabilire se F' & conservativo sul suo dominio,

(¢) In caso di risposta affermativa alla domanda (b), determinare un potenziale per F'.

Esercizio 6
Mediante la formula dell’area, calcolare ’area della superficie del dominio

D={(z,y) eR® : 2—z<y<4—2z’}.





