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4.2 Téorema dei resfdui

Presentiamo ora un risultato importante che riguarda i residui.

Teorema 4.1 (dei residui) Sia Q una re;qione di frontiera T' e sia f(z) una funzione
analitica in QUT, eccetto che in un numero finito n di singolaritd isolate z; (1 <k <n)
con z;, appartenenti all’interno di Q. Allora:

j[ fz) dz =215 Rpey(zr). ©(4.9)
r k=1

Dimostrazione Costruiamo (vedi figura 4.1) n cerchi C; con 1 < k < n, in modo

Y2
0z3 o
\ %s @
Tn

Fig. 4.1 Teorema dei residui.

che Cj abbia centro in zx, bordo la circonferenza vy e raggio sufficientemente piccolo da
contenere la sola singolarita z; e da essere incluso in :

CrCQ, Vk. . o (4.10)
La funzione f(z) & analitica nella regione _
0=0-{CiUCU---UCyU---UCL};

si pud quindi ap’plicére il teorema di Cauchy e ottenere che

| f £(z) dz — ?{ £(z) dz =0. (4.11)
r F1UyaU. Uy U Uyn ’

Utilizzando la proprietd additiva degli integrali al secondo membro della (4.11), si ha:

f(2) dz (4.12)

Tn

flz)dz+-

Y2

j{f(Z)dz= f(2) dz + ?{f(z) dz -+
r M i

e, ricordando la definizione di residuo (vedi definizione 4.1), dalla (4.12) si ottiene

ﬁ; f(2) dz = 27j (Rf(z) (z1) + By (22) + - -+ By (2zk) + ... + Rz (zn)) ,

come volevasi dimostrare. [ ]
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Osservazione 4.5 Il teorema dei residui permette di trasformare un integrale lungo
una linea chiusa qualsiasi in una somma di integrali lungo circonferenze (residui). Ma la
sua importanza e legata soprattutto alla possibilita di calcolare i residui nelle singolarita
polari in modo molto semplice, senza ricorrere alla valutazione di integrali, come vedremo
tra breve. |

Osservazione 4.6 La definizione di res1duo all’infinito data dalla (4.6) consente facil-
mente di osservare che:

Byey(o0) = 5 f 7(e) dz =

= 27FJ f flz)dz=
= '—ZRM (2k) (4.13)
k=1 .

ove zx, con 1 < k < n, sono tutte le singolaritd di_f(z) al finito. La (4.13) esprime il fatto
che, quando una funzione ha un numero finito di singolaritd, la somma di tutti i residui
al finito e all’infinito di f(z) é nulla. | ]

4.2.1 Valor principale

Richiamiamo qui brevemente la definizione di integrale improprio su un intervallo limitato
di una funzione non limitata.

Consideriamo una funzione f(t) di variabile reale, continua nell’mterva.llo [a,b], ec-
cetto che in tp € (a,b) e tale che:

t—tp

lim f(t) = - ’ (4.14)

Deﬁmzmne 4.3 (Integrale improprio) Se f(t) soddisfa le ipotesi precedenti, diciamo
che Uintegrale di f(t) esiste in senso improprio, se esistono i due limiti

to—€ b

lim 7(8) dt, lim @) dt; o (415)

Ef—¥0+ a . T]-—)0+ to+n

in questo caso scriviamo:

" b to—¢ ‘ b
/ (&) dt = lim / @+ im [ fa @
a . e—0+ a t0+"7 }
Esempio 4.3 Calcolare lintegrale improprio
2
/ log|t| dt.
-1 .
Si ha che
2 —& 2 "
. /_1 log|t| dt:el_%l+ /_1 log|t| dt+,,l_1ﬁ,1+/1'7 log|t| dt = -
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. —& . 2 _
= lim [tloglt| —¢]_, + Jim [tlog|t| 1], =
=—-1+42log2—-2=2log2—-3 (4.17)
|

Esempio 4.4 Calcolare, al variare del parametro reale positivo «, l’integrale improprio

2
1
—= di
Lw

Dalla definizione di integrale improprio, si ha

21 <1 1?1
/ —5 dt = lim dt + lim —5 dt. (4.18)
LT L S,
I due limiti della (4.18) esistono finiti se
a<l,
mentre sono infiniti se & > 1. - [

Nelle applicazioni vi & tuttavia la necessita di dare significato ad integrali impropri
non convergenti. In questi casi l'integrale deve essere interpretato nel senso del wvalor
principale secondo Cauchy.

Definizione 4.4 (valor principale secondo Cauchy) Sia f(t) continua in [a,d] ec-
cetto che in to € Ja,b[ ove si comporti come nella (4.14); diciamo che lintegrale di f (t)
esiste nel senso del valor principale secondo Cauchy, se esiste ﬁmto il limite

to—& b ’ .
lim / feydt+ [ F at . (4.19)
e=0% | Jg to+e

In questo caso, talvolta, si usa premettere v.p. al simbolo di integrale e scrivere

b

b to—e
v.p. / 10 dt:El_i)%l+{ / sayaes [ 50 dt.} (4.20)

2
1
v.p./ - dt.
1t

Posto f(t) = 1/t, abbiamo visto nell’esemmpio precedente che I'integrale improprio
di f(t) nell’intervallo [—1,2] non converge. Calcoliamo allora il valor principale secondo

Cauchy, si ha:
2 —& 2
1 1 / 1 }
.D. ~dt= li = dt+ ~dt}; =
Vp/_l Y {/_1 ¢ 3

= lim {loge —logl +log2 —loge} =1log2, (4.21)
e—0+

Esempio 4.5 Calcolare

s
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in quanto i due loge hanno segni opposti e quindi la loro somma & nulla prima del

- passaggio al limite. u

La stessa situazione che abbiamo descritto con gli integrali reali si presenta con gli
integrali di linea in campo complesso. Sia € una regione del piano complesso, che com-
prenda al suo interno un segmento dell’asse reale, che indichiamo con v = (a, b), orientato
daaabesiaz €. Sia f(z) una funzione analitica in Q, eccetto che in z ove si ha una
singolarita polare di ordine n: quindi f(z) = h(2)/(z - zo)”, con h(z) analitica e diversa

- da zero in zp. Indichiamo con 7, una semicirconferenza di raggio € e centro in zp.

La questione relativa al valor principale, in campo complesso, & legata al seguente
limite: : .

en anS

hm / f(z)dz= hm / hizo + ee%) ee’%) eje’? dg. (4.22)

In effetti quando si ha un mtegrale lungo un cammino chiuso che contiene il segmento
7y e con in zp € y una singolaritd polare di ordine n, si applica il teorema dei residui a
un cammino modificato vicino a 2o con una semicirconferenza di raggio €. Si deve poi
sottrarre il limite della (4.22).

Vediamo ora di applicare queste considerazioni a integrali (valor principali) con poli
del primo ordine lungo il cammino.

Nel caso in cui 2o sia un polo del primo ordine il limite in (4.22) esiste sicuramente e
diviene 27j per mezzo residuo:

. - " h(zo +€ei?) | . 1
. : (oI® ddb = =2z
lim /k f(z) dz = gm%/Tr ) eje’® do = mjh(z) 27r32Rf(z)(z0). (4.23)

Nel caso di poli del primo ordine sul cammino di integrazione il teorema dei residui,

pud dunque essere presentato nel modo seguente'

Teorema 4.2 Sia T il bordo regolare di una regione §) e sia f(z) analitica in QUT.
eccetto che in n poli z (1<k<n) con z € Q ed eccetto che in m poli 3; del primo
ordine (1 <i <m) con z; € T, allora:

v-.p.?{ f(z) dz = 27j ZRf(z) (zk) +7j ZRJ’(Z) (&) (4.24)
r k=1 . k=1

4.3 Calcolo pratico dei residui nei poli

“Questo paragrafo mostra la semplicita con cui si possono calcolare i residui nelle singolaria

polari. Distinguiamo il calcolo tra i poli del primo ordine e quelli di ordine superiore,
poiché quelli del primo ordine hanno in alcuni casi una formula pratica pilt semplice.
Tuttavia ’espressione del residuo per poli multipli comprende anche i poli semplici

’

4.3.1 Calcolo pratico dei residui nei poli del primo ordine,

Sia f(z) una funzione che ha in z, un polo del primo ordine. Lo sviluppo di Laurent ha
la forma,
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flz)= (2 =~ 20)2 + ...
ovvero: : _
, . h(z)
— 2 —
flz) = - (c-1+co(z ~ 20) + e1(2 — 20)° + .. .‘) )’
~ove abbiamo posto
h(z) = (c__1 +eolz—20) +a(z—20)%+.. )
con h(z) analitica e diversa da zero in zp. Si ha allora .
Ry(z)(20) = h(20). | - : (4.25)

Infatti, se indichiamo con 7 un cerchio di raggio ¢ in cui h(z) & analitica, si ha:

Rf(z) (ZO =5 % f ! f h(Z) dz = %27rjc_1 = h(Zo).

27r_] z— 2y 27j
Esempio 4.6 Calcolare il residuo in =25 dz'»

fz) =

Si ha che h(z) = z (che & analitica e diversa da zero in 5) e quindi:

Ry (5) = h(5) = 5.

Se h(z) non & esplicitabile facilmente il residuo si ottiene nel modo. seguente:
Ry(y(m) = lim (2~ 20)f(2). | S (429
Esempio 4.7 Calcolare il residuo in zo =0 di
cosz
fz) = sin z
Si ha: |
cosz _
R (0) = hm z2f(2) = 11_1)%z e
|

Un altro modo pratico per calcolare i residui in poli del primo ordine & il seguente.
Supponiamo che f(z) sia della forma

£2) =% C n) #0,

(©88-08- 9814 ) 4.3 — Calcolo pratico dei residui nei poli 107

dove n(z) & analitica e dlversa da zero in 2o, mentre d(z) ha uno zero del primo ordine
in zg. Notiamo che, sotto queste 1potes1 la derivata d'(z) della funzione d(z) non & nulla
in 2zp. Abbiamo allora

Ry (20) = d'((,:)) ' (4.27)

Infatti per la (4.26) si ha

_ (z = z0)n(z)
Rf =) = 21_1_)1210 d(z) ’

che & una forma indeterminata del tipo 0/0, a cui si pud applicare la regoladidel’ Hop1ta1
per cui |

Ry = Jim HEOLEZINE) _ e

Esempio 4.8 Determinare le singolaritd e calcolare i residui di

2z+1
| &=2="=
Gli zeri del denominatore sono:

_1:VIF8 1:t3_{ 2

2 T2 —1.

Poiche il numeratore e analitico e non si annulla in 2 e in —~1, si hache z; = 2 e
23 = —1 sono poli del primo ordine. Possiamo calcolare i residui sia con la regola (4.25),

che con la regola (4.27).
Iniziamo applicando la (4.25). Possiamo scrivere la funzione f(2) nella forma

2z+1

(z+1)

la funzione h(z) relativa al polo z; = 2 & quindi
2241
h(z) —' (z_+ﬁ )
per cui
2z+1 ]
mo@ =[] =5
Riscrivendo f(z) nella forma

2z+1
(z-2)
(z+1)

fz) =
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possiamo identificare la funzione h(z) relativa al polo zz = —1, che &:
2z+1
h(z) = ,
(2) = =2
per cui
2z+1 -1 1
- -—1 = | — = —_—=
w0 = [25]_, =5
Applicando invece la (4.27) si ha:
' 2+1 2z +1 5
R I L e !
f(z)( ) [D (z _Az_2) sea (2z—-1) I 3
: - 2z +1 — | 2z+1 ] _ 1
B (=1 = [“—2“‘—17 € —z—2)L=_1 = [——5(2z—1 L_l = 3
|
Esempio 4.9 Si calcolino i residui nei poli £j del primo ordine della funzione
. el?
IO=ty
Utilizzando la regola (4.27) si ha:
N el? _ |é” _ el .1
mo0 = (s, < B, - -
o el? _ lek® _ .
O e | S
z=—] z=-} .
]

Osservazione 4.7 I poli dell’ultimo esempio sono complessi coniugati mentre i corri-
spondenti residui non lo sono. Cid & conseguenza del fatto che la funzione non & hermitia-
na. La regola che afferma che a poli complessi coniugati corrispondono residui complessi
coniugati vale infatti solo se la funzione & hermitiana. Ricordiamo che f(z) & hermitiana
se e solo se:

(=) = f(z%). (4.28)

Si pud vedere facilmente che se f(z) soddi8fa alla (4.28) allora f assume valori reali
per valori reali della variabile. Si puo¢ tuttavia mostrare anche il viceversa. Possiamo
dunque assumere come definizione equivalente di hemitianita la seguente:

f(z) & detta hermitiana se e solo se assume valori reali per valori reali
della variabile.
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Esempio 4.10 Calcolare i residui nei poli +j del primo ordine della funzione

Z

f (z)=(729-—+T)'
Utilizzando la regola (4.27) si ha:
Ryo) = [m] -5 -
_ % S CCL S WCELT
_ _g_’% vz—_ — %eiw/ze—gj = Lle(-1+7/2);

Osserviamo che f(z) & hermitiana: infatti per valori reali della varabile z = z si ha

e:t

f($)=m7-_*'_—1-,

che & una funzione a valori reali. Abbiamo ottenuto che
Ry(=j) = (Bs(3))"
a conferma di quanto visto nell’osservazione precedente. ' ]

Esempio 4.11 Verificare che la funzione
flz) = — (4.29)
ha un polo semplice nell’origine e calcolarne il residuo.

Sviluppando sin z in serie di Taylor con centro zp = 0, si ottiene che

si ha subito che origine & un polo del primo ordine e che il residuo, che & il coefficiente
di 271, & uguale a 1. D’altronde si ha pure che
sinz

4.3.2 Calcolo pratico dei residui nei poli multipli

Consideriamo una funzione f(z) che abbia in 2 un polo di ordine k > 1
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_ C—k . Cmfptl
f()—(z—zo)k (z—-zo)k SRR

C..
+z L +co+cl(z—zo)+C2(z—zo)2 ,

ovvero

f(z)= W(c_k +ept1(z — zg) + c_];_,_z(z - z0)2 + et
— 2 ‘
te1(z—20)* T oz —2)f +--1) =
__h=
(2 — zo)k ’

ove abbiamo posto:
R(2) = (c—k + copt1(z — 20) + -+ + co1(z = 20)* ™! + co(z — 20)F +--) .

La funzione h(z) risulta analitica e diversa da zero in z. Si ha:

By (0) = = 1),h(’“ Y (20)- (430)

Se h(z) non & esplicitabile facilmente il residuo si ottiene nel modo seguente:

k—1)

Ry(z)(20) = k-1 1)! S <dz(k =y ((= Zo)kf(z))> . (4.31)

Esempio.4.12 C’alcolare il residuo nel polo zy = 1 della funzione:

z+1
. . - f ( )_ ( 1) N
’ Si osservi che in 1 vi & un.polo del secondo ordine e che la corrispondente funzione
h(z) &

h(z) = (z +1)?,
da cui si ricava: .

K(z) = 2(: +1);
quindi per la (4.30) si ha:

Rim(D) =H(1) =2z + P)],o; = 4.
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Esempio 4.13 Cualcolare il residuo nel polo zg = j della funzione

ejz

f(Z)= z(z2+1)2 )

Si osservi che in j vi & un polo del secondo ordine e che la cornspondente funzione
h(z) &

ejz

hz) = ——

&= e
da cui si ricava:

j&%z(z +j)% — &7[(z +j)? + 22(z +j)]
22(z +j)*

K (z) =

?

e quindi per la (4.30) si ha:

=1 : -1 .
) N jeTr(—4j) —e"t[-4—4] 4+38 3

Esempio 4.14 Calcolare il residuo in zo = 0 della funzione:

f)=—
Sviluppando sin z in serie di potenze di z si ha:

2k+1 )
) k_% _1 1.1,
z) = 32( 1 (2k+1)' =@ TgtEs e

Dall’esame di questo svﬂuppo concludiamo che la funzione f(z) ha un polo del secondo
ordine in 25 = 0 e che il residuo &

Rf(zy(0) =c—1 =0.
Per il calcolo del residuo, possiamo anche utilizzare la (4.31), ottenendo

zcosz —sinz

Ry ® =y i g (0755 TR

s

Osservazione 4.8 Si osservi che la funzione dell’esempio 4.14 non & analitica in zp = O;v

tuttavia il suo residuo in zg = 0 & nullo. [ |
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4.4 Calcolo di integrali di linea con il metodo dei residui

Iniziamo in questo paragrafo ad applicare, al calcolo di integrali di linea lungo cammini
chiusi in C, le regole pratiche per il calcolo dei residui che abbiamo appena discusso.

Esempio 4.15 Si calcoli lintegrale

2 .
—— dz,
f", 22 +1
ove y & Uunione del segmento da 2j e —2j sull’asse immaginario e della semicirconferenza
di raggio 2 e centro lorigine situata nel semipiano destro (vedi figura 4.2).

Fig. 4.2 Cammino v di integrazione.

Cerchiamo i poli della funzione integranda f(z):
PH1=0= 2= -1=¢"t2m
e quindi
eiw/S
(ejn+2k1rj)1/3 Y N
&5T/3 — gmin/3
I poli della funzione integranda f(z) sono tutti del primo ordine; i poli e/™/3 ed e~i7/3

stanno all’interno della regione racchiusa da -y, mentre ei™ & esterno. Calcoliamo i residui:

Rf(z)(ei"/a) = [Z/(3z2)]z=ejw/3 = %e-jw/S,

Ry(e7i™3) = (Ry(e™?)’ ome.

Infine per il teorema dei residui otteniamo:

Z : jm —jm —
f;ﬂ—-}-l dz = 27j (R,(z)(e' /3) + Rf(z)(e J /3)) =

= 27j(1/3) (e‘j"/3 + ei"/3) = 27i(1/3)2 cos (w/3) = (2/3)mj,
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che conclude ’esercizio. [ ]

Esempio 4.16 Calcolare il valor principale dell’integrale lungo il cammino T, formato
dal segmento | — 3,3[ sull’asse reale e dalla semicirconferenza superiore di raggio 3 e
centro lorigine del piano complesso, della funzione

1
AT

Si ha:

1
P ¢ ————— dz = 2mjRy()(20) + TiRs() (1) =
v.p ?g(z—l)(z2+4) z = 2mjRy(z) (%) + miRp(z) (1)

= 27j ——1-+—1—' +7j 1 ——lrr
Tl T) TG T T

4.5 Integrali impropri di funzioni razionali con il metodo dei
residui
Prendiamo in considerazione integrali tra —oo e +oo di funzioni razionali (rapporto di

due polinomi), con il polinomio a denominatore di due gradi maggiore del grado del
polinomio a numeratore, in modo che sia assicurata la convergenza a *oco.

Teorema 4.3 Sie f(z) una funzione razionale tale per cui:
P(z)
T) = ——=
f(z) GIE)

e la differenza tra il grado di Q(z) e il grado di P(z) sia > 2. Siano f(z), P(2) e Q(z)
le estensioni a C di f(z), P(z) e Q(z). La funzione f(z) non abbia sull’asse reale poli
di ordine > 1. Siano:

z poli dif(z)con 1<k<n Imz >0
%; poli semplici dif(z)con 1 <i<m Imz; =0.
Allora:
o p(z < 1 -
@) 4, = 21 | 3 Ry (2n) + 5 3 Ry (&) | - (4.32)
o Q@ 2 2

i=1

Diamo un cenno della dimostrazione, nel caso in cui non ci siano poli sull’asse reale.
Osserviamo innanzi tutto che

+00 +R
I= [ @) de = lim [ @ [ @ 0w
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ove si & pensato l'intervallo reale [- R, +R] come un cammino nel piano complesso.

Il punto centrale della dimostrazione consiste nel mostrare che possiamo aggiungere
il limite per R — oo dell’integrale su una semicirconferenza di raggio R, in quanto tale
limite & nullo. Se yg & la semicirconferenza superiore di centro l'origine di C e raggio R
dobbiamo mostrare che

R—o+o0

lim / f(z) dz=0. (4.34)
R

Infatti, in virtu delle ipotesi sui gradi dei polinomi a numeratore e a denominatore di
f(z), si ha che per un’opportuna costante M

|[f2)| < M su 1R (4.35)
e quindi
L] - R—o+o00
|/ ) dz|5M/ lrw=-uT =, (4.36)
on ) B R

Se aggiungiamo il primo membro della (4.34) nella (4.33), otteniamo un integrale
lungo il cammino chiuso [-R,+R] U g, al quale possiamo applicare il teorema dei
residui e, tenendo presente che per R grande in [— R, +R] U g sono racchiusi tutti i poli
del semipiano superiore, si ha:

I= RBTGO /[—R,+R] f(z) dz +ﬂ£‘oToo _['R f(z)dz =
= lim £(z) dz =203 Ry (ze)- (4.37)
k=1

R=+00 JI-R,+RUyr

Osservazione 4.9 Gli integrali impropri di funzioni razionali possono essere calcolati
anche con i metodi classici della teoria delle funzioni reali di variabile reale. E noto infatti
che le funzioni razionali ammettono primitive formate da funzioni elementari. Tuttavia
il metodo dei residui del teorema 4.3 rende molto piu agevole il calcolo. ]

Esempio 4.17 Si calcoli con il metodo dei residui l'integrale improprio

+o00 1
/ —— dz
o 1422
Utilizzando il teorema 4.3 si ha

Hoo ) 1
/-oo iT= dr = 2mj Ry () (j) = 27r]2—j =,

ove con f(z) si & indicata la estensione al piano complesso della funzione integranda

1
1+ 22"

f(2) =
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che ha in %j due poli del primo ordine; il residuo della funzione integranda nel polo j &:

. 1 1 1
Rf(z)(]) = [D (1 +7'2)j|2:j = [Z] . = 2—] .

Osservazione 4.10 L'’integrale dell’esempio 4.17 puo essere calcolato anche direttamen-
te:

oo +R
1 . 1 . YR T T
— =1 —— = =——(-=)=
Lw TRl W S pa L [arctana] = 3 ( 2) i
u
Esempio 4.18 Calcolare con il metodo dei residui l'integrale improprio
+00 2
_I_.z_z dz.
oo (1+22)
Utilizzando il teorema 4.3 si ha:
too g2 1 m
= dz = 27j R D=2nil--j] ==
/_m ATz =2 1) = 2mj ( 41) 5
ove con f(z) si & indicata la estensione al piano complesso della funzione integranda:
2
z
0= wvay
La funzione f(z) ha in +j due poli del secondo ordine; il residuo in j &:
. d 2z 2z(z + ) - 223z +j)
B0 = |G| = ~3 =
2(z+))%] (z+1) =i
o) - 2% -&j+4j_ 1.
T I
a

4.6 Lemma di Jordan

1l lemma di Jordan & uno strumento che consente di calcolare con il metodo dei residui
degli integrali impropri interessanti per le applicazioni. In particolare sono integrali di
questo tipo quelli che intervengono nelle trasformate e nelle antitrasformate di Fourier
e di Laplace. Distinguiamo, per chiarezza espositiva, due versioni del lemma di Jordan,
una che riguarda integrali lungo I’asse reale e I’altra che riguarda integrali lungo cammini
paralleli all’asse immaginario.

Per uniformarci alle notazioni abituali in campo applicativo, indichiamo la variabile reale
con la lettera ¢ (tempo) e la variabile complessa con s = ¢ + jw (frequenze o pulsazioni
complesse) (talvolta indicheremo anche s =t + jw).
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Teorema 4.4 (lemma di Jordan A) Sia data la funzione

P(t)eiet
t)= "o
f@) o0
con
teR, a€R, a#0, s=1t+jw,
grado di Q(s) > grado di P(s)
spzeridiQ(s)conl<k<n Ims; >0 P(sg) #0
3§; zeri semplici diQ(s)con1<i<m Im§ =0 P(3) #£0
SpzeridiQ(s)conl <h<p Ims, <0 P(3p) #0.
Allora:

A 1 5
+27l’j (Z RJ(BJ(Sk) + 5 ZRI(Z)(Z")) a>0
k=1 i=1

/ P gi;‘“ dt= (4.38)
—00 P m
—27j (Z Rf(s)(éh) + % ZRf(Z)(Z‘i)) a<0.

h=1 i=1

Facciamo un cenno di dimostrazione, nel caso in cui non ci siano zeri di Q(¢) sull’asse
reale. Osserviamo innanzi tutto che:

+00 +R

I= / F(O) dt= lim / 7O dt= lim 7(s) ds (4.39)

— o0 R—+oo J_p R—+00 [~R.+R]

ove si & pensato l'intervallo reale [- R, +R] come un cammino nel piano complesso. Ora
il punto centrale della dimostrazione consiste nel mostrare che possiamo aggiungere il
limite, per R che tende a +oo, dell’integrale su una opportuna semicirconferenza di
raggio R, in quanto tale limite & nullo. Sia yr una semicirconferenza di centro I’origine
del piano complesso e raggio R, preciseremo in seguito in quali casi dovra essere la
semicirconferenza superiore e in quali quella inferiore, si ha:

Pls) M su
QW R "
per una opportuna costante M. Inoltre:
wtoo
A
|elo*] = eia(a'+ju)l —emaw u:_*wO sea>0

— 0 sea<0.
Si dovra percid scegliere g nel semipiano superiore se a > 0 oppure g nel semipiano

inferiore se a < 0. Mostriamo ora che:

R—+o00

lim / f(s)ds=0. (4.40)
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Infatti parametrizzando yr come il luogo delle s = Rel?, al variare di 9, si ha nel
caso dia > 0:

ﬁ fo) da

T g—aRsind 3 .
gM/ —Rdﬂ:ZM/ eeRsin? 4y <
0 R 0

1 R—+o00
< eM— [—er‘*'*"/2 + 1] ~3 0 (4.41)
aR
e analogamente nel caso di a < 0. Se ora noi aggiungiamo il primo membro della (4.40)
nella (4.39) otteniamo un integrale lungo il cammino chiuso [—R,+R] U g, al quale
possiamo applicare il teorema dei residui, tenendo presente che per R grande in [~ R, +R]
U -yg sono compresi tutti i poli del semipiano:

1= [ O i [ 500 a0

= lim f(s) ds = £27j Rysy(sk). 4.42
A e LT (4.42)

11 segno + nell’ultimo membro (4.42) dipende dal fatto che si deve scegliere il segno
+ se a > 0, in quanto [-R,+R] U yg & nel semipiano superiore ed & percorso in senso
antiorario, mentre si deve scegliere il segno — se a < 0, in quanto [—-R,+R] U vg & nel
semipiano inferiore ed & percorso in senso orario. ]

Esempio 4.19 Calcolare con il metodo dei residui l'integrale
+00 ,—jut
/ 2 e
oo 14t

2ﬂij(,)(j) se ~w>0
—27j Rf(,)('-j) se ~w<0

Utilizzando il teorema 4.4 si ha:

+oo L—jwt
/ 2t
e 148

1
——

27 [e_i“ :

s+]
. [e—iws
—27j [% =

} :27rjew =7eY sew<0
5

] omie s w 0
= —4T, =qe” sew >
=i il

ol
= melvl

ove con f(s) si & indicata l’estensione al piano complesso della funzione integranda:

—jws

fls) =

e
1+ s?

che ha due poli del primo ordine in =j. n
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Esempio 4.20 Calcolare con il metodo dei residui

+0o s
sint
[
ot
Osserviamo innanzitutto che 'integrale proposto & ricondotto a un integrale del tipo
considerato nel teorema 4.4 grazie alle formule di Eulero; infatti

+00 o +00 jt +co jt
/ LI / Im & dt=Im / < 4. (4.43)
o t _ : .t

o

11 primo membro della (4.43) & I'integrale di una funzione continua, mentre il secondo
membro & un valor principale. Possiamo applicare il teorema 4.4 e ottenere

oo
/ S‘T”dt=1m Zﬂj%R,(s)(O)zlm 27rj%1=7r,

o0

ove con f(s) si ¢ indicata la funzione

oo
f(s) = 5
che ha lungo il cammino di integrazione un polo del primo ordine in 0. n

Prendiamo ora in considerazione quegli integrali impropri, lungo cammini paralleli
all’asse immaginario, che intervengono nelle antitrasformate di Laplace.

Teorema 4.5 (lemma di Jordan B) Sia date la sequente funzione:

P(s)et*
s) =
f(s) 2I0)
con
teR, t#£0, s =0+ jw,
grado di Q(s) > grado di P(s),
Q(s) analitica per Re s = oy,
s zeri diQ(s)con 1 < k < m, Resi > oo, P(sg) #£0,
3; zeri diQ(s)con 1< i <m, Re§; < oq, P(5;) #0.
Allora:

n
-21erRf(a)(sk) t<0 Resg > o9
go+joo ts k=1
/ P(s)e ds =
o0—joo Q(s)

(4.44)
27y Rpe)(8:) t>0 Red <oo.
i=1
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Per verificare 1’asserto si possono ripetere i ragionamenti del teorema 4.4, prendendo
in considerazione semicirconferenze di centro oo + jO e situate a destra oppure a sinistra
della retta verticale per og + jO a seconda che

|eu| = etv
tenda a zero per 0 — +oo (se t < 0 ) oppure per ¢ — —oo (se t > 0). [ ]

Esempio 4.21 Calcoliamo utilizzando il lemma di Jordan, nell’ipotesi che oo > 0, il
seguente integrale:

Fo-+ioo
L / ’ ! et ds =
2nj Jo, s2+1

75(=27)) 0 t<0,

0—joo

2+[j2‘ll‘j (R!(s)(j) + Rj(g)("‘j)) t>0.

11 calcolo dei residui fornisce

est est ot
Ri() = | ——x == =—,
10) [D(s2+1)]s:j [2s]s:j P
. e eit
Ry(=) = (RO)" = =5
e quindi otteniamo:

1 sotioo | 0 t<0
—/ e ds =
27 Jop—joo 2 +1

(et —e~t)/(2j) =sint t > 0.
]

Esempio 4.22 Calcoliamo utilizzando il Lemma di Jorden, nell’ipotesi che o9 > 0, il
sequente integrale:

1 /ao+joo s . %ﬂ(-—%rj)o t<0
— —etds =

j . 2+1 . . .
27J Jgo—joo 2+ 5727 (By( () + Ry () £>0

Calcoliamo dapprima i residui, ottenendo

i sest sett jeit et

R0 = [D(SZ + 1)]5=j B [K}s=j Ty 2

) e e
Ry(=i) = (RyG)" = 55—,

per cui si ha:

oo-Hjoo 0 t<0

El-/ 21 le" ds = ) A
) Jog—joo 8° + (el +e7it)/(2) = cost t>0,
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che conclude ’esercizio. ‘ ]
Esempio 4.23 Calcoliamo, utilizzando il Lemma di Jordan, Uintegrale
—}—- oo+joo -1_ " ds,
27I'J Fo—joo S
prima nell’ipotesi che sia o9 > 0, poi nell’ipotesi che sia g < 0.
Iniziamo con il calcolo dell’unico residuo:
0
R;(0)=[e"] _, =1
Segg >0 abbiamo
1 oo+joo 1 0 t < 0
‘2—, —GSt ds =
T Joo—jeo § 1 t>0,
mentre, se og < 0, si ottiene
-— GSt ds =
2] Joo—joo 8 0 ¢>0.
|

4.7 Scomposizione in fratti semplici

In questo paragrafo applichiamo alcuni dei risultati precedenti alla scomposizione in fratti
semplici di funzioni razionali (rapporto di due polinomi). La scomposizione in fratti pud
essere fatta anche con metodi elementari e, in questa veste, & gia nota al lettore.

Qui vogliamo fissare la nostra attenzione su un altro metodo, che fa intervenire il
calcolo di residui. Questo metodo presenta molti vantaggi ed & utilizzato abitualmente in
contesti applicativi di grande interesse, quali il calcolo dell’antitrasformata di La.place di
funzioni razionali, che vedremo in un capitolo successivo.

Data una funzione razionale

P,(s)
Bn(s)’
ove s = 0 + jw & la variabile complessa, P,(s) un polinomio di grado n e Br(s) un
polinomio di grado m, ci si propone di scomporre F(s) in una somma di termini che
‘siano polinomi o funzioni razionali del tipo
| A
(s — s0)®

F ‘(S) =

oppure del tipo
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B oppure Cs
(s—ao)2+w3 (s=00)2 +w?’
con A, B e C costanti e k intero positivo.

Iniziamo a trattare la scomposizione in fratti semplici dal caso in cui F(s) ha solo
poli sempllcl

(4.45)

4.7.1 Poli semplici
Sia data la seguente funzione razionale:
Fals)
Pm(s)

ove Pn(s) e P(s) sono due polinomi di grado rispettivamente n e m; il denommatore
P,.(s) si annulli in m punti

F(s) = (4.46)

311.827 53, $4,°** Sm

tutti distinti, in cui non si annulla il numeratore.
E noto che scomporre F(s) in fratti semplici significa scriverla nella forma

A Am

+ oot , (4.47)
— 81 S§— 82 8§ —8m :

F(8) = Qn-m(s)+

sen>m

dove Qn—m(s) & il quoziente di' P, e P, (che & presente solo nel caso in cui n > m) e
dove A;, Ag, -+ A, sono delle opportune costanti. .

Osservazione 4.11 Talvolta la scomposizione in fratti semplici si ricava subito dall’e-

same della funzione F(s), come nel caso seguente:

2 1 4 -1
(s——l)(s+l) s—1 s+1°

F(s)

Osservazione 4.12 Vediamo un esempio di scomposizione con il noto metodo algebrico,
che richiede la soluzione di un sistema lineare. Consideriamo la funzione

252 +1

0= G oe-1
Si ha:
252 +1 A B
Gr6-D) PtiretioT=
_ Qo(s+2)(s—1)+A(s—1)+B(s +2) _
B (s+2)(s—1) .
Qos +(Qo+ A+ B)s+ (— 2Q0—A+2B)
(s+2)(s—1)
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Uguagliando i coefficienti dei numeratori del primo e dell’ultimo membro otteniamo
il sistema :

Qo =2 | GQo=2

Qo+A+B=0 = A=-3 (4.48)
—2Q0—A+2B=1 B=1
e infine
-3 1
Flo)=2+ 5+ 07

Ricordiamo che, in generale, si ottiene un sistema del tipo (4.48), che fornisce in

modo unico le costanti A;, Ag, -+ Ap, € 1 coeflicienti di Qpn_m(s); questo fatto giustifica’

la formula (4.47) della scomposizione. |

Uso dei residui

Dimostriamo ora che nella formula (4.47) le costanti A;, As, - - - A, possono essere otte-
nute con il calcolo di opportuni residui. Siano 1, 2, 73, - - - ¥m, m circonferenze di centro
rispettivamente s;, $2, S3, - - - Sm € raggio sufficientemente piccolo in modo da circondare
una sola singolaritd polare (vedi figura 4.3). Si ha che

Fig. 4.3 Scomposizione in fratti.

1 1 1 A
%7{ F(s) ds-——jé Qn_m(s)ds+2 Jf pa—e ds+ -
' 1 A;

bk — ds+--

27j —8;

1 Am

— @ = ; 4.4
+- +27r3 smds’, | (4.49)

- gli integrandi a secondo membro sono tutti analitici nel cerchio di bordo v3, eccetto quello
che ha a denominatore s — s; per cui si ha:

1 1 A; 1 . ;
- E— =—A;2nj=A; . .
o] 7{ . F(s) ds o L, 5= ds o A2nj= A (4.50)

-t

wd

L
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Ma si ha pure:

. |
oo f F(s) ds = Rro (69 (4.51)

L3

1 confronto tra le (4.50) e (4.51) mostra che

A; = RF(s) (Si), i=1,2,---m;

le costanti A;, As, --- A, sono i residui di F(s) in 81, 2, * * - 8. Quindi:

Rp(s1) RF(sz) o Rrp(sm)

-8 s — 89 S—8m.

F(5) = Qn-m(s) += (4.52)

sen>m

Esempio 4. 24 Si scomponga in fratti semphcz, con il metodo dei residui, la seguente

" funzione razionale:

: 252 +1
Fo=Gva6-0
Per la (4.52) si ha:
S 2241 Rpy(=2) | Rey()
Fls) = (s+2)(s—1) = Qo+ s+2 o1

Dal calcolo dei residui otteniamo:

. 2
Rp(-2) = 241 = & = =3,
s=—2 )
.
RF(s)(l) = 2;++§21 .= % =1
s=1

Osservando che numeratore e denominatore sono due polinomi dello stesso grado,
otteniamo subito che Qo & il rapporto dei coefficienti di grado massimo: Qg = 2. In
conclusione, abbiamo: : '

‘ 252 +1 -3 1
F = = .
(s) (s+2)(s-1) 2+s+2+s--1

1l lettore & invitato a confrontare il metodo dei residui utilizzato in questo esercizio
con il metodo del sistema utilizzato nell’osservazione 4.12. |

Esempio 4.25 Si scomponga in fratti semplici, con il metodo dei residui, la funzione

razionale
155 + 10s® — 4552 — 165 + 12

(s2—4)(s®—1)s

F(s)=
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* La funzione ha come numeratore un polinomio di grado inferiore a quello del deno-
minatore, per cui Qn—m = 0. Per la (4.52) si ha:

Rpis(—2 Rps(—1 Ry (0 Rs‘1 Rps(2
F(s)( )+ F(s) )+ F()()+ F()()+ F()().

Fs)= s+2 s+1 s s—1 s—2

‘ Calcoliamo i residui:

oy 155*410s® — 455% — 165+ 12 _ 24 _

Bro(-2) = T sGe-06-2 |, ~ #® =
oy 155*+10s% — 4567 — 165 + 12 =12 _

Bro(-D) = = 53sG-D6-2  |_, = 6 ~ 7
155+ 10s% — 455% — 165 + 12 _ 12

Bro® = G396+ D6s-06-2 |, ~ & ~ %
. 15s* 4+ 10s% — 455% — 165 + 12 _ =24 _

B = Gt se-2 |, ~ 6 - ®
_ 15s* +10s% —45s* — 165+ 12 ‘120 _

Br@ = oG- |, - A T °

Quiﬁdi possiamo scrivere F'(s) nella forma
1 2 3 4 5

_F(.s)zs-!—2+s+1+§__}-s—1+s—2'

4.7.2 Poli multipli

Prendiamo in considerazione una funzione razionale con un solo polo multiplo; la formula

cost ottenuta si estende poi facilmente al caso di funzioni razionali con pil poli. Sia

Pr(s)
B (s)

F(s)=

con P, (s) avente uno zero di molteplicita m in so e Pp(so) # 0. Si ha la seguente
scomposizione:

Y

Am Am—1 A Az

Tl e S Py e B

F(s) = Quom(@)+75
sen>m

ove il polinomio Qn—m & presente solo se n > m; le costanti a numeratore hanno I'espres-
sione '
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Am = Rs_sp)ym-1F(s)(50) = C-m,
Am-1 = Rs_spym~2p(s)(80) = C_(m-1) >

: (4.54)
Az = R(s—so)F(s) ('50)

il
o
|
»

A1 = Rp)(so)

I
o
[
AN

ove con

R(s—so)m-1F(5)(50)s * R(s—so)m=2F(s)(50), -+ R(s—sp)r(s)(50), Rr(s)(s0)

si sono indicati rispettivamente i residui delle funzioni

(s — éo)m“lF(s), (s —80)™2F(s), . -+ (s—80)F(s), F(s)
mentre N

C—m; C—(m-1), "'° C2, c-1

indicano i coefficienti-di indice negativo dello sviluppo di Laurent di centro so di F(s):

Ca + C1 +
(s —50)?  (s—sg) co

F(S) _ Com C—(m-1)

T s + G —so)™ 1 +ci1(s—s0)+- - (4.55)

Dimostriamo le formule (4.53) e (4.54). 11 coefficiente 4; si ottiene integrando la (4.53)
su una circonferenza v di centro sg:

1 1 1 A
— $pF(s)ds=— ¢ Qnm _Am
27rjf€ (s) ds o] iQ m(s )ds+ 2%17{ (s—so)m ds +

1 A
2mj Jy (s = so)m—

L A
27Tj P (8 e So)

27rJ _7{ (s — 30)2 »
(4.56)

Ricordando la (4.5), tutti gli addendi a secondo membro della (4.56) sono nulli eccetto
I'ultimo, che &

1 1 Ay 1
— P F()ds=c=p———ds=——A12nj=A4;. .
o f () do= 5 f o Ps de = s omi = 4 (4.57)
Integrando inoltre lo sviluppo di Laurent (4.55) di F(s) centrato in so si ha

»

. ,
— ¢ F(s)d _=(m-1)
7{ (s)ds = 2 J]{(S—So)m 27rJ 4 (58— 80)™1 dstooo
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1 c2 ' 1 f a
+— ¢ ————ds+— P ——ds+
2xj 7,(, (s — 80)? -27j J, (s — s0)
1 .
+-1—.‘7{cods+——rjé.cl(s—-so)ds+---=c_1. (4.58)
27y J, 27 J, : : '

Le (4.57) e (4.58) ci permettono di concludere che
A= 0—1 = RF(s) (s0)-
Per gli altri coefficienti Az, A3, -+, A, si integra su v non la F(s), ma le funz1on1
(s — s0)" ! F(s) k=2,3---m
e si ottiene: _ |
Ap = c = R(s_s)r-1F(s) (50)-
|

Esempio 4. .26 Si scomponga in fratti semplzcz, con zl metodo dei residui, la funzione
razionale

, s°

P - G-1F

Per le (4.53) e (4.54) si ha:

c— c_ c c_ c_1
FO) =1+ ot Go T oo T o T e D)

1l calcolo dei coefficienti c_ con k € 1,2, ---5 mediante i residui ci fornisce:

c—s = R-1prn(1) = $°| =1,
— 1 _ 1 -i 5 = 5 4| = 5
cea = Riapre®) = 17|58 Sl ’
- L s=1 .
1 [ d 5] 1 )
s = Rempre() = g7|qzs| = 3208, =10
L Jds=1
1 & 1pn02
ce2 = Ri-pri(l) = 37 Egss = 160s%| _, = 10,
L ds=1 .
1 dff ] 1
c1 = Rr() = J a;;ss . = £120s|_, = 5.

Osservando poi che la nostra funzione ha a numeratore e a denominatore due polinomi
dello stesso grado, otteniamo subito che Qo & il rapporto dei coefficienti di grado massimo:

Qo =1. Qqudi

- _ st —

.
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1 5 10 10 5
-1 G- T G-F -1 GO

F(s)=_1+

Esempio 4.27 Scomporre in. fratti semplici, con il metodo dei residui, la funzione ra-
zionale

283 +4s%24+3s5 -1
(s+1)2(s-1)
Si ha, con considerazioni analoghe a quelle dell’esercizio precedente, Qo = 2. Utiliz-

zando la (4.52) per il polo semplice s; = 1 e le (4.53) e (4.54) per il polo dopp1o sp=-1
si ha:

F(s)=

Rp(s)(1) ¢z . 1
(s=1)  (s+1? (s+1)°

Ora il calcolo dei coefficienti & dato da:

Fis)=2+

| = 2°+45°4+3s-1| _8_
RF(s) (1) (s + 1)2 s=1 B 2’
: 3 3 2 _ —_
ey = R(s+1)F(s)("1) — 2s +4.;s_—li 3s—1 . = :% =1,
a ‘ d 243 + 44° +3s—1
1 = Rp(-1) = B
c_1 Fs)(—1) | [ds (s+1)° s=~1
(65 +8s+3)(s —1) — (25° + 45 + 35— 1) =0
-1 =1
da cui:
2 1
|

4.7.3 Poli semplici complessi coniugati

- 11 caso di poli semplici complessi coniugati rientra in quello gia visto per i poli semplici;

tuttavia, soprattutto in vista della antitrasformata di Laplace, riteniamo opportuno pre-
sentare la scomposizione in una forma, che conserva a denominatore polinomi di secondo
grado a coefficienti reali.

Prendiamo in considerazione una funzione razionale con una coppia di poli semplici
complessi coniugati; si puo poi estendere la formula ottenuta al caso di funzioni razionali
con piu poli. Sia a

F(s)= lf"—(s)
Py(s)
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con Py(s) avente una coppia di zeri semplici in so = go + jwo € s§ = 0o — jwo. Inoltre
supponiamo che P, (s) e Pz(s) siano polinomi a coefficienti reali (per cui la funzione F(s)
sia hermitiana. Si ha la seguente scomposizione:

— 09 Wo

(s—00)2+wi T(s—00)2+uw}’ (4:59)

F(s) = Qn-m (s) +2a
sen>m

ove il polinimio Q,—m & presente solo se n > 2; le costanti reali @ e 8 hanno la seguente
espressione i

a = ReRp(s)(%0),

B = ImRp(so), (460)

OovVVvero: .

a+jB = Rp(s)(so)- (4.61)

Dimostriamo le formule (4.59) e (4.61). Esse si ottengono da quelle per i poli semplici
-[vedi (4.52)] osservando che, per funzioni razionali a coefficienti reali, a poli complessi
coniugati corrispondono residui complessi coniugati. Infatti si ha:

(o —jB)

(s —o00) +jwo

(@ +iB)

(s — 00) — jwo

F(s) = Qn-m(s) +
sen>m -

= Qn-—m(s) +

= Qn'—m(s) +
+a(s —a9) +jB(s — 09) + jowy — Bwo
[(s = 00)? + w]
afs — og) —jB(s — 00) —jowp — Pwo
[(s — 00)* + wj] B
2a(s — o9)
s — 09)? + wi]

(a +iB)l(s — g0) + jwo] + (o — JB)[(s — 00) = jwo] _
[(s — g0) —jwe](s — 00) + jwo] :

-+

—-2,@&)0
[(s—00)? +wd]’

= Qn—m(s) + [(

che dimostra la (4.59). ‘ . |

Esempio 4.28 Si scomponga in fratti semplici, con il metodo dei residui, la funzione

' 10s — 22
Fs)= ———.
S S PR T
1l denominatore si pud scrivere come
S +4s+13=(s+2)% + 32,

per cui F(s) ha i due poli semplici complessi coniugati

o
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oot jwg = —2£j3,
e il residuo in —2+j3 &
| P . 10s — 22
Rp(~-2+j8) =a+jB = [2_—41—]
§+& =243
_ —20+30j—22 —42+ 30j .
S Tivg+d 6 ot
Utilizzando le (4.59) e (4.61) si ha dunqﬁe:
s+2 3 s+2 3
F(s) =2a -2 =10 -

(s) (s+2)2+9 ﬂ(s+2)2+9 (s+2)2+9 14(s+2)2+9’
che & la scomposizione richiesta dall’esercizio. [ ]
Esempio 4.29 Scomporre in fratti semplici la funzione

' 2
s
F(s) = ———.
(s) 252 +2s+1
Scrivendo il denominatore come
: 1’ 2 1\ 2
252 +254+1=2 = =
s+ 25+ [(s+2> +(2>} 3
determiniamo i due poli semplici complessi coniugati, che sono \
| | oo iij‘%;%ij%.
O residuo in —1/2+4j/2 &
1 .1 . 52 1/4-j/2—-1/4 —j/2 1
RF()(——+J—)=a+Jﬂ=[ ] = . =—5—=-7
S 2 72 4s+2 s=m1/24i/2 —24+2j+2 2j 4
Utilizzando le (4.59) e (4.61) si ha dunque:
1 s+1/2 1/2 1 1 s+1/2
F(s)==+2 -2 \ — = — 4+ 2(~=) .
O =3+ Perizrria -2 T DGy e
|

Esempio 4.30 57 scomponga in fratti semplici la funzione

35+ 7

Fo) = s
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Il denominatore ha uno zero triplo in zero e due zeri semplici complessi coniugati in =j;

non annullandosi il numeratore di F(s) in tali punti, F(s) presenta un polo triplo in zero .

e due poli semplici complessi coniugati in %j. I residui e i coefficienti della scomposizione

© s0no

3547 7
C-3= Rs2F(s) ©0) = [ ] = 9
s=0

2(s2 +1)
d 3s5+7
c—2 = Rop(s)(0) = [E m] . =0,
. A S= .
d® 3s5+7 7
Rp(s(0) = [a;gz—(m] =3
s=

385 +7 ] 7 .3
s=j 4

R0 = | mrew] =1

Utilizzando le (4.53), (4.54), (4.59) e (4.61) si ha dunque:

3 7/2 -7/2 T s 3 1
Fe)=g+-g+— TIEFD 2@+
che & la scomposizione richiesta dall’esercizio. |




